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a méthode d'exhausion employée alors correspond A celle que nous connais-
sons aujourdhu sous e nom de décomposition en sommes de Riemann.

Ctte méthode consiste 3 dessiner une suite de rectangles, dont les hauteurs
e dépasent pas Ia hauteur de Ia courbe, autrement dit, dont Ia base inférieure
soit sur la droite et a supérieure,en dessous de Ia courbe :

Y,

X

L somme des surfices de tous ces rectangles sera évidemment inférieure 3
I surface recherchée (qui esc Vare sous la courbe). Au fr et & mesure que le
mombre de rectangles augmene, eur surface totale va 'approcher de plus en plus
de Ia surface délimitée par s courbe. On peut refaie la méme chose mais cette
fois avee I base supéricure au-desus de I courbe :

=

&
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Lsute grande conribution d'Eadoxe fot axiome de wntinit, o s
sous e nom de lemme ' Arinéde,dont Archiméde reconnut lui-méme que cest
Eudose qui e i apprt,  qu nonce comme s« xan donné dewx gran-
deurs crte lsquelles exie un rappor,on peot trowver que Fane diertre el

est supéricure 3 Iautre.» L

portance capile de ce lemme tient au fait qu'il
permet de démontrer par Pabsurde une proposition consi

rée comme lune des
plus importantes de Ihistoire des mathématiques et qui a permis 3 Eudoxe et
bien d'autres mathématiciens aprés lui de calculer des surfaces et des volumes de
figares curvilignes. La proposition d'Eudoxe est 2 suivante

«Si T'on soustrait d'une grandeur quelconque une parie supéieure ou égale
4 52 moitié, et si 'on soustrit de ce qui reste une partie supérieure ou égale 3
e i restera une grandeur plus petie que
toute grandeur donnée de la méme nature.»

Cete proposition contient Lessence méme d'une aute grande avancée ma-
thématique qui se réalisera au XIx* sidcle, lorsque Karl Weierstrss (1815-1897)
proposera une défnition précise et cohérente du concept de limite.

La méthode d'Eudoxe, fondée sur cette proposition, pour calculer les sur-
faces et les volumes est connue sous e nom de méthode d'exhasstion. | 'y a ien
déonnant au fat que beaucoup 'historiens considérent Tépoque 3 laquelle
Platon fonda son école comme une renaisince des mathématiques grecques.
En effer, Eudoxe donna les baes sur lesquelles se fonderait un long processus de
caleul qui aboutinit 4 ce qu'on appellerait plus tard le calul infiitsimal.

La méthode d'exhaustion donnait des démonstrations correctes, pourvu que
les prémisses de départ soient bonnes, ce qui étit généralement le cas, mais elle
présentait e désavantage de ne pas constituer un systéme produisant de nouveaux
eésultats, Rappelons qu'elle se fondit sur s supposition qu'un résulta étit juste
et analysit comment on pouvait lobtenir. On savit, par exemple, que les ésul-
atsrelacifs aux volumes des cones et de Ia pyramide, auxquels Eudoxe it arrivé
de manitre satisfaisante, svaient écé trouvés par d'anciens mathématiciens comme
Démocrite, qui, eus, les avaient obtenus par intuition ou par I'évidence.

De nos jours, nous disposons d'une méthode d'intégration qui nous permet
de faire les calluls grice 3 des algorithmes bien définis. Cela revien 3 dire que
e caleul peut éte fit par une machine et c'st ce qui se passe dans a réalte. La
méthode se base sur une idée résultant clairement de Tintuition des mathéma-

52 moitié, et s on continue aini de s

iciens grecs, en étoite relation avec ce que nous expliquions plus haut au sujet
de la technique d'approximation 3 Iside de rectangles Jusqu'i un certain point,

o
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Le stade

Supposons que le temps soit une grandeur discréte que Ton peut concevir ausi
petite qu'on pourrai e soubaitr et dont F'unié fondamentale st 7. Cela signific
quil 'existe aucune unité de temps plus pette que T, qui st pa conséaquent, in-
divisible

Onpeut imaginer une horloge pour laquelle chague « ic » ou « tac + orrespond
i Pune de ces unités indivisibles.

Considérons maintenint quatee corps égaux A,, A, A, ¢ A, qui demeurent au
cepos (3 Porigine, l paradoxe fisait 3ppel  une rangée de quatre soldats)

4| A

et quate autees corps, B, B, B, et B,, exactement égaux aux précédents et qui se
déplacent versl droiee

‘mais qui e font de maniére & ce qu's chague instant, I'un des corps B dépasse Fun.
des corps 4

a]a]a]a aa]a]a
s la|s|a o le s e >

Considérons 3 présent une oisiéme série de corps C,, G, C, et C,, éggle-
ment identiques au précédents, mais qui se déplacent vers s gauche de fagon
qua chaque instan, Tun des corps C dépase Iun des corps 4

B
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de distances que doit parcourirle mobile, il ne peut le e en un temps ini. Donc.
e mouvement est imposible.

Achille et Ia tortue

Achll « sux pcdslgers » st consdisé comme Fhomme le pls apde, e ce
it Fopposé de I tortue e ce qui concerne I viese. Ce paradoxe propos une
course enure s deu. i les dew concurrens partent ensemble au moment o
o i un coup de pisle, i st vident ' Achille s e vaingueut — prsonne
e doute, U'suce e, en véric,de donner un avanag, susi pei oi-l 3
tortue, Achille devra d'bord ariver u point o st parie I torue. A Fiseant
o Achill areive, I tortue,qui ne sarete jamis, 'y s plus e aur avancé pos
loin pu impore de combien. Achille devr done couri encoe I diance qui e
épare de ce point. Mais quand il y srivera, tortue s ser déplacée & nouveau et
Achill ne Paeindr pas. Comme ce procesus peut s épétr d infnitum,Achill
fsuindrs jmas torue,

Bicn que ces deus paradores soient demriques o du o i, exise
une diffience sbeile enre I deu:dars e premic, st Fesace qui st divisé
en segmens égau <t dans le second,espce ext v en sgments décoisans,
proporionnels au viteses des deus coureur.

La fléche en vol

Crestle paradoxe qui est le plus confis des quatre. Les historiens aléguent que
e texte est abimé et qu'il 2 fll le reconsituer. I prétend que lorsquon lance
une flsche dans 'espace, nous avons imprssion qu'elle s'¢loigne de nous, mais
en éalicé, lle ne bouge pas, puisque 12 izche doit occuper un espace égal & ele-
‘méme, comme tout objet,et que pour ce fire, clle doit éte au repos. i le temps
st constitué 'instants indivisibles, alors Ia fliche ne peut occuper simultanément

deux endrois ou plus.

De la méme fagon que les deux premiers paradoses faisaient référence 3 I'im-
possbiic de diviser I'space indéfiniment, celui-ci porte sur Vindivisibilice du
temps t,plus concrétement,sur 'existence de ce qu'on appelle un « instant », 'est

 dire un moment qui n's pas de durée puisqu'il st indivisibl. Aini, i 'y a donc
pas de mouvement, Cet instant sins difin releve du méme type de construction
‘menale que le point en géomérrie.

»
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Dautres interprétations font remargquer que le paradoxe peut se centrer di-

vantage sur le i que le mouseient et e emps peuvent éure divisés une infinité

de fois, comme dans Je cas des paradoses précédents. Ainsi, pour que Fun des
corps puisse en dépasser un autre en mouvernent, il lu faud 'sbord dépasierla

ot de celuf qui est au repos et ains de suite.

En tout cas, Zénon semble, 1 encore, vouloir défier 'école pychagoricienne.

avec une contradiction au sujet d Vindivisibilicé des éléments géométriques

ZENON, UN GENIE OUBLIE

i s e 490 1-C e 425 v 1:C) ot un phiosophe recde ol s
tlaue fondée par Pameride. L souce princpae d a ponste e Zenon s e pare-
e par o Fomanid,un des dlogues e Paton. S hisophe peut s sumerpar o
monisme, ul, en queques mors, affme e tut g5 et que e changement exste
s Zinon 1 pa e areconnasance e crtains phlosophes persent ettt
 plsour ies. Borvand Rusel el en partie ot tat de Flt o écirant -« Dans
<o monde caprceu e e Fes s e 1 éputation posthume, U des pls grandes
Vicmes e et de gt pra postér et Zénon  tée. Alors ) vl v
ot paadores, o Icommerstablament subls e profond, s phosephes
sucedbent docarren ave ol i ot o prestgateut g et
505 paradones, o simples sopismes. Apeesavoir &1 comiedlennt ot urantdeu
il ans, cossophimes uren: réhabies e dovient e fondernt de a reassance
mathématique...  (es rincioes des mathématiues 1, 1903)

P dela bl rope s onaste s PEscurl
i episene Zinon o i ronirant s dsces s portes
do s Vet i) e o e (s

»
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Le paradoxe apparat lorsque 'on considére simuleanément les deux mouve-
mens, celui des corps B et celui des corps C. i Ton part de I positon relative
que voici -

clalala

pendant Fintervalle de temps suivant (un « tic » dhorloge),les corps s retrouvent
dans cette position.

Al a
A
<lq <

Ceci suppose que C, aura dépassé deux corps B et que, par conséquent, on
peut divise I temps en deus, ce qui contredit Phypothise afirmant que Punité
de temps est indivisible.

Cest le plus controversé des paradoxes présentés ic. Aristote en fit une cri-
tique féroce en soulignant que Zénon prenait un méme type de référence pour
des corps au repos ou des corps en mouvement il vitese d'un corps en mou-
vement et uniforme, on ne peut considérer que I vitsse & aquelle passe un corps
en mouvement st a méme que celle du corps au repos. Ce paradoxe est égale-
ment considéré comme incertain dans a mesure ot a criique qu'en fit Aristotc
estbanale e 0 'on peine & crore que Zénon n'en st pas tenu compe.

=
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L'INFINI MATHEMATIQUE

Enrique Gracian

te monde est MATHEMATIQUE

Une collection présentée par CEDRIC VILLANI,
médaile Fields 2010, directeur de Minsttut Henri Poincaré,
enseignant.chercheur de IUniversité de Lyon
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LE THEOREME DE CAVALIER!

L3 méthod e Cavale s o caculr e volumes peut se visler comme.
S0l st deu piles de picees de monnale ou de jetons e casing, comporant e
méime nombre o eléments, Constrfsons deu turs avec chage ensemble, Dfor-
s seconde four e okt glse e pbces s unessur e aures, do manire
o el 't pus 1 orme 'un e, Calcler b vl do et doribe srat
e parce ol ' pas e forme régulive. Pourtant, ke théoreme de Cavler
s asure e s e tours ot e mée vokme, Dans cet exemple, chaque pce
présents un o i =

ok héee de vl I vokume s deu s
e pilces et méme, e s, dos s, e o0t
araterent ampides, e dors ute non

Cavaleri éxit bien conseient que rous ces indivisibles devient tre en nombre
infini, mais i it parte de ces mathématiciens qui passérent sous slence cette
question. Bien plus ¢ il appela s3 méthode « méthode des infinités », mais son
ouvrage sintitulst « Traité des indivisibles »

Ce que 'on appelle actuellemen principe de Cavaliei sénonce de I ma-
niére suivante < i deux corps ont Ia méme hateur et si, de plus, ils ont des sec—
ons planes de méme surtace & Iy méme hauteur, alors is ont le

Au moyen de cette méthode, Cavalier put démontrer que le volume d'un

e vohume.

clne est égal 3 1/3 du volume du eylindre circomerit. Tl va sans dire que s
‘méchode fut abondamment critiquée par ses contemporains ct qu'il ne put leur
répondre car elle manguait d'une justification mathématique cohérente. 1l ut
dlire en a fveur qu'il ne prétendaie pas e rigourcu,maissimplement prasique,
e quoi il parvint s Ton considire que des mathématiciens comme Fermat,

”
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La critique du premier paradoxe que fit Aristote, en revanche, jette les
bases d'un concept qui s'avérera essentiel dans Ihisoire de Pinfini. Beaucoup.
dateurs considirent que c'est I'uine des contributions les plus imporantes
fite sur le sujt.

D'sbord, il mentionne que le mot « infini » 3 dewx acceptions : Pexten-
sion infinie ct la divisibilet infinie et, dans ce paradoxe, les deux concepts se
confondent. En effet, appliqués au temps et  Iespace, ls font qu'un espace.

limic
fin. Eauie, i it 1 disinction suvante :dans espce continu dans lequel sc
déplacele mobile, i xiee une infinic de motiés, mai seulement en puissnce
et non en ace. Ces I e rside Fimportance de s contribution d Aristore.
A parti de 5, quand on parl dinfn, il existe deux scceptions s diffrentes
et dans une cersine mesure, ncompatbles e son Vi potenil ¢ infini

méme il est indéfiniment divisible, peut &ure parcouru en un temps

actuel que nous avons mentionnds dans e chapitre précédent.

Bien souvent nous décidons de ce qui est vrai en utilisant le sens com-
mun. Qu'il soit commun ou non, il st basé sur ce qu'on appelle les sens, que
Ton pourait dé
sitifs qui nous permettent de percevoir et de traiter mentalement la réalité

r, en termes de technologie moderne, comme des dispo-

qui nous entoure. Quelque chose est raisonnable dans la mesure 0@ notre
perception nous indique comment cela se produit. Aussi paradoxal que soit
e vol de Ia fidche, notre perception sensoriclle nous indique clairement que
I iéche séloigne de nous. Zénon éuit bien sir conscient de ce fait, mais
il savait aussi que les sens peuvent parfois tromper la raison et il proposa le
raisonnement suivan : de la méme maniére qu'une chose 2 une dimension
ou non, un objet produit ou non un son. Une corbeille pleine de grains
de millet produit un son déterminé quand on la retourne sur une surface.

Zénon se demanda alors si un seul grain produisaic un son quelcongue. Si
oui, la question suivante est de savoir si la moitié d'un geain de millet pro-

duirait aussi un son. Comme on peut limaginer, ce processus de divisions

succesives du grain conduira i ce que le son ne soit plus perceptible. Partant
de 13, on peut affirmer qu'une somme d'éléments nuls sera toujours nulle,

dire qu'en réunissant beaucoup de choses qui ne produisent aucun
son, le résultat ne produira pas de son non plus. L'objectf de Zénon est de
monteer qu'on ne peut se fier aux sens lorsqu'on évolue dans un cerain
contexte de raisonnement. C'est un courant de pensée dans lequel les sens
lissent la place 3 Pincwition, surtout en mathématiques, mais, comme nous

“©
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Ce probléme-paradoxe apparut en 1638 dans ses dialogues et il Fexposa
comme suit -
Soit Fensemble des entiers natures

o,

3,4,5,6,7,8,9,10.

Berivons I suite descarésparacs de ces eniers -
0.1,4,9,16,25,36,49,64,81, 100,

1 st évident que ces deux ensembles sont infnis, dans le sens of Fon peut
continuer 3 leur sjouter des nombres sans trouver de limite. De plus, Galilée
observa que, pour chague &lément du premier ensemble, il exisit un nombre
dans le second qui est son carré, mais que, d'autre part il éaic évident quiil y
avait beaucoup plus de nombres dans a premiére suite que dans I seconde. La
question que se posa slors Galilée éait de savoir s le premicr infni st plus grand.
que lesecond, ce qui le conduisit apparemment 3 un paradoxe. Galikée fit slors le
risonnement suivant £ ou bien ce qu'il dissit n'étit pas vai,ou alors larithmé-
tique de comparsison e ses concepts de supériorité, dinferiorité ct d'galité
e S'appliquait pas lorsqu’on parhit d'infni. 1] avait raison en disant cel puisque,
ois sidcls plus tard, Georg Cantor déclarerit : « U'srithmétique des infinis et
difftrente de celle des finis.

Cavalieri

Bonaventura Cavlieri (1595-1647), jésuite <t professeur de mathématiques
dun lycée de Bologne, it un des disciples de Galilée qui sintéressa le plus
aux caleuls de surfaces et de volumes. En 1635, il publia 3 ce sujet un ouvrage
intitulé Géométrie supérieure au moyen dune mithode ases mésone,les indiviiles
des continus. Le tite dic pratiquement tout : d'un €16, il acceptc le principe de
continuité et, de Tautre, il est disposé 3 considérer que les objets continus sont
susceptibles d'étre divisés en parties élémentaires, en « monades », Cest-i-dire
des atomes constitatf qui ne peuvent plus éure divisés en pardies plus pecies.
1 affrme slors qu'une droite est constituée de points, comme les perles d'un
coller, et qu'un volume est consdcué de plans, comme un live 'est de feuilles
de papier. Donc, les indivisibles d'une droite sont les poins, ceux d'un plan sont
les doites équidisantes entre clles, et ceu des solides, un ensemble de plans
paralléle, cous équidistant,
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quelconque et se fermer. Bien évidemment, il e peut étre uilisé pour e des
‘margues qui pourraient ensue éure utlisées comme disances, sinon ce serit
méme chose que davoir une rigle millimétrée.

LE COMPAS DE MASCHERONI

Las constructions 1 e et au compas ot tvjours occupé une plce e choix das s
mathématioues uiques. Lune des publicaonses plus étomnantes 3 ce st et cele e
Wi Lybourn,unapenteur i, en 1634, publaun owrage il Pasure with Aot
Otealment i t ro)danslguel  prsente toute sore de Jeux mathématiues
avec « rige et fourchtte ». Lesfourchetesde poque avaint 1 forme dne fouche
et poulent senir e compas i, Mas 1 evlution dans it des consructions avec:
12 gl et compasse produist e 1794, osaue e omtre tallen Loenzo Mischeroni
dimontra dansson cuvrage Géaméte s compas e toute onsiruction falte ve g
et compas poait e fate uriuemen avec un comps (mobl,ben s, Rsqul st
impossie de racer une o aec un comps,on onvien,densc as, Qe dek PNt
etermings parFintersection de devx arc déerminent une e

Une fois ces rigles définies, nous comprenons comment résoudre un pro-
bléme de ce type. Voyons par exemple comment on peut tracer une perpendi-
culaire 3 un segment, passant par son milieu. Appelons A et B ses extrémités. On
trace dabord un cercle de centre A et de rayon AB. On trace ensuite un autre
cercle de méme rayon mais de centre B, La droite qui réunit les poinis d'inter-
section des deux cercles et a perpendiculaire recherchée.

D
G
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Pascal ou Roberval 'ulisrent sans hésiter. Ce derniee obtint de bons résultats
puisqul calcula sinsi I surface délmitée par un arc de cycloide.

Descartes

René Descartes (1596-1650) et le fondateur du raionlisme et son principal
penseur. Le Discours d la méthode st son ceuvre I plus emblématique ct a phrase
«je pense, donc je suis »,Ia plus paradigmatique. Elle estunique vérité 3 partc
de laquele il considérait pouvoir inier sa mazche dans le doute systématique. Sa
méthode, comme son nom Tindique, constitue un ensemble de rigles qui per-
mettent de raisonner adéquatement dans 'importe quel domaine de ls pensée

humaine. 1l ne ait sucun doute que Descarces fut philosophe avant d'étre ma-

bémasicien ¢ que s slas dans ce dormine peavent e consdétscomme
le s de s méshode.

Le it q'afourd i s sienes s séparées de I philsophie e veut
s i o cote demibe oo pas une s s el s pte g
nous avons actvellement o coneiencede e influcnce

' pare uekques incursons imprtantesdans e oo de I chsificaion
des courbes t de l'densiicion des congqes, st dans son owvege o
i qu s couventss découvetes e plus remarquble. Descates prsat e
ésoudee I problmes gioméiques sxgeat un effon dmaginason excest
pour s eprsener mentlement e figores. Cela Tamena  crer un sysdme
Pon I concevlecomme de escrabes d poit i chacun desques it -
rudsdes mombres A e problemegiométeique s wansornas o probleme
talgibee et vic-vers, lsieus qestons g

s pounaient étre résolues
a1 moyen de méthodes géomtriques. Il serait exagéré de parler de naissance de
1a géométric analytique 3 partir de ses travaux, mais il 2 bel ex bien érabl une
« geomeécic carésienne ».

Descartes envisagea le probléme de Vinfini dans les Principes de la philosophie,
mai,tout au long de euvre, il ne Vappelic pa ains et uelsait e terme « indé-
fini .11 'hésitait pas  reconnlire existence de Vinfiniment grand, en afiemant
que les étoies sont en nombre indéfini, ni celle de Finfiniment petit, quand il
affitmait que la matiére est indéfiniment divisible. Ce changement de terme.
'est ps forcuit mais bien intentionnel, et Descartes e justfiskt en disant que le
‘motinfini devait tre exclusivement employe lorsqu'l it fat éférence 3 Dieu.
1 accepta également la possibilité pou les choses indéfinies d'avoir une limite

n





index-40_1.png
ot comu

Le verrons plus loin avec les théorics de Cant

Fintition clle-méme savere
ompeuse t nous ne povrrons nous e 5 nous voulors explore des scéns-
rios o infin st une rélité, un obct que on peut masipuler avee s méme
sisance que s cétait un entir naturel,

Le rsonnement qu' ten le philosophe Znon st que Fori
composée dane nfnité de partics que i chacune de ces partes s pas de gran-
deurcarsinom,lle ot e divise ¢ e seri done pas une uncé fordamer-
e Mais s e cas que mous décrivons, Pkt que orment lesuniés 'auraie
pas non plus e grandeur, puisque a somme de choses sans grandeur e pest
evidemment pas elle-méme en avoi, C'cst pourguoi les Grcs et le mot
apion au i '« nfni » i apeis en grandeur sigific e pis vor de fimite
défine, concept davntage compaile sve Tidée qu'an objt st infinipace qu'l
pest devenie s gran e o veur. Ce et ps an e pa cxemple dars o
it numérique, que les nombresne s atétent jmais,mais pladt qu's n nombre

ne peut étre

donné quelconque, on peut toujours en ajouter un autre. Quelgue chose de simi-
it se produit avec infiniment peit dans le sens ol il peut étr ausi pesit que
Ton veut. Ce concept deviendra une définition rigoureuse par Vanalyse qui en sera
fuite au cours du xix* sidele

Une quadrature du cercle

Les constructions avec régle et compas sont considies généralement comme les
problémes gométriques de I'Antiquit,car ilsfarent Lobjet d une investigaton trés
‘pousée de Ia part des Grecs. Les problémes qui sont posés sont trs varis. s vont
ains du plus simple au plus compliqué, voire méme 3 Iimpossible. Les plus célebres
sont Is quadrature du cercle, I trsection de Tangle et Ia duplication du cube. Le
premier et le plus connu de tous au point qu'l arrive, dans le lingage courant, de
qualifier un probléme insoluble de « quadature du cercl.»

Lorsque T'on pare de construction avec une régle et un compas, il fut ss-
reindre & des conventions particuliézes trs concréte, sans quoi les problimes po-
sés seraient pardculidrement banals. Trouver le point miliew d'un segment avec
une régle millimétsée serat par exemple une richerie. La premire étape et donc
expliquer ce qu'on entend par « rége . La égle et un objet idéal présentant un
bord complitement droit permetant de tracer des droites, mais qui ne présente
aucune sorte de marques qui permettent de mesurer des ditances. Le « compas »
estun compas commun normal, mobile dans I sens o il peut s'ouvrir d'un angle

@
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‘Un problame qui apparait alorsest d'esayer de comprendre les propriéeés de ces
ensembles infinis ; on et partculiérement intéressé pas s proprictés de Pensemble
des enters naturels, e celles de Vensemble des nombres écls (qui permettent de
‘moddliser des phénoménes « continus »). A I fin du xix sidcle, un mathématicien
allemand, Georg Cantor, 2 éx
hension de ces questions. Pour expliquer un pew cel,esayons de comprendre quind
il st raisonnable de dire que deux enserbles (fnis o non) ont e méme nombre.

origine d'avancées fondamentales dans la compré-

déliments.

Réalsons une nouvelle expérience de pensée : deux groupes d'enfants se trou-
vent dans une méme salle, e on voudrait svoirlequel st plus nombreux. Bien sir,
on pourrat compter chague groupe, et comparer s ésulats, mais e serai e long
il #3gic de grands groupes. On peut auss demander 3 chaque enfant du premier
groupe de prendre par L main un enfant du second groupe, u hasard. Une fois cela
it soit i restera des enfants d'un des groupes qui ne tiennent personne par 1a main
(auguel s eur groupe éaait e plus mombreu) soit on sura que les dewx grovupes.
‘comporaient le méme nombre d'enfants.

La méme idée sspplique pour des ensembes quelconques : on dit que deux
ensembles X Y ont le méme nombre d'éléments il et posible de rgrouper par
paires les éléments de X etY — 4 chique éément de X correspond un lément de,
et chaque lément de' correspond un éément de X. Vo sous cet ngle,'exemple
de Thotel de Hilbers présents plus haut nous dit qu'l y a « autant » de nombres
entiers pairs que de nombres enters ; Cantor monta que Fensemble des cntiers

natures et celui des nombres récls n'ont pas le méme nombre délément (i y a
«srictement plus » de points sur une rigle graduée infnie qu'l 'y a de graduations
sura rigl). Cela st pas rés tonman ;mais Cantor montea auss qu'l et possble
de regrouper par paires, comme décrit ci-dessus,les léments d'une droite et ceux.
@ plan £l y aurait donc « utant » de pointssur s table de votre cuisine que surle
bord de cette table... C'est pour e moins surprenane,  tel point que Cantor écrivit
& cesuje,dans e lectre 3 Dedekind : ¢ l sois,mis j e I roi s

(Ce n'étit que le début dune longue srie de découveres su les ensembles infi
nis ety aurat encore beaucoup (une infinité ) de choses dire 3 ce suje ;s il

st temps de conclure cete préfice,ce que nous ferons en reprenant Iexclamation
favorie du héros d'un célabre film d'animation, peut-£tre inconsciemment inspiré

par Cantor :« Ve Linfn, e au-deld [+
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Le raisonnement est impeccable d'un point de vue strictement logique. Le
seul probléme est ke saut prodigieux que nous effectuons comme sl it évident
dans le teritoire inaccessble et caché de I'infiniment pedt, auguel nous n'avons.
pas accis.

L circonférence est une rélié,la possbilit dinscrre en cle des polygones
avec un nombre arbitrirement grand de cérés auss, mais lorsque nous imaginons
e processus qui nows améne & augmenter 3 infini e nombre de cétés, nous restons
cloisonnés dans un infni potentiel, puisqu'il existera toujours un polygone dont les
cbtés sont plus petits que le précédent,Le pisage 3 Vinfini actuel nous est interdit.

LA QUADRATURE D'UNE TABLE

Les quadiatres sont des exrcces gécmétiques dificles, mame dans e cas de figures
ementaves commele ange, e pentagone o Theagone, au ot auecertanes portent
e o de cous quilsont ourdes. Par exemple pour oten | quadature dun tfangle
equiltea, on dot suvre un proced qi coupe e viangleen morceau ouours avc
g tle compas,dela manire suhante:

v cos pikces, on peut constuie un o de méme surface ue e iangle -

Moty Granberg uts cete constucton ofométique pout concevolr une bl qul pul,
au besoin,prendrea fome d un caré ou dun vingle.

“
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ear Kepler avait urgemment besol
fants et des tiches domestiques.

que quelquun soceupe de i, de st en
sanne avait dis e prévenue du caractére

particulicr de son futur mari, ca clle ne parut pas surprise lorsque celu

quita e banquet de noce pour alle érudicr sans arder ce que faisait un caviste
avec les tonneaux qui contenient le vin pour les convives. Non seulemen les
Comneats n'étaient pas tout § fait cylindriques, mais, en plus, b mesure éoit
fite en introduisant abliquement une baguctte par le cousercle. Le caviste
déduisst 1a quanité restante de vin duns les tonneaux 3 parei de 1 margue
que le vin lasssit sur I baguette, De cette réflexion résulta un travail paru en
1615, sous le nom de New stereometry of wine bares, « Nouselle méthode de
mesure des tonneaus de vin ». Pour résoudre le problime, Kepler se basa sur

1a technique des indivisibes qu'ava développée Aschinréde. On pourraic dire
que st pendant cette noce que s graines de ce qui allsi éore fe caleul i

nieésimal ot écé semées.

M il aut noter que les travaus de Kepler dans ce domaine furent plus
pratiques que théorigues et sont resés 3 un seade rudiementire. Pour caleuler s
surfice d'un cercle par exemple, il considéraic s somme des surfaces dune in-

ité de riangles, conseruits de telle sorte qu'un sommet s trowVaIt 3u centre
du cercle cc sa base sur la circonfirence. Pour calculer le volume des sphires,

LES TONNEAUX DE KEPLER

Leprblime e e posa Kepio avec s oot st o dos problames cissiques g se
shent e 6 cal gt s odnals s calc o ki contemy 631 un
ecipent e forme gdometique donnée st couran, o un caion-Gtane e s
e statin-seice, de i e pasoane rodse e bare dialiqe dons o résenvlr de
stockage pour y e e d lessance. I st i Qe e marques s bare
sont s« s mesre », n fonction
1 ormedu ceseror, Nomament
e rservods ont e o ctndiaue
s exrbntes st frmées par s
sphires o des paraboloides d ik
thon. O peut gament o des s
o de irosne avc ces caractrs-
fles das s aéroports.

&
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Avant e continuer, appelons quil st inutile de chercher la quadrature d'an
cerce, cest-dire comstruite avec une rigl et un compas un caré de méme
aire qu'un cerle donné : en 1882, le mathématicen Ferdinand von Lindemann
(1852-1939) démontra que 7 étit un mombre transcendt t que, de ce fit,
quadrature d cercle éait un probléme sas souion.

1 st démontué en revanche quil et possibe de rélise I quadraure d'un
polygone régulir. Bien que ce soit démont théoriguemen, constuie, pour
out polygone régulicr, un caeeé dont I surfice et égale 4 celle du polygone
et pas tojours une tiche fcile Sur s base de e résltat Antiphon ¢ Athénes
(erv 480 2v.L-C.-411 av1-C) trouwva un systéme pour réliser I quadrure du
cerle dont I logique est difficle 3 réfoter. Son idée it asuivante : partons du
it qu'on peut conseruire un caeé dont a surface st égale 3 celle d'une site de
polygones régulers que nous llons consruir par 1 suit, Dans un cerce donné,
nous inscrivons un polygone :

Nous savons dij que nous pouvons édise s quadrture du polygone.
Le procédé cst maintenant d'sugmenter progresivement le nombre de cirés
 polygone inscrtdans e crcleensschant que Fon peut rouver  quadrure de
chacun et cus. L difféeence ente b surfsce d'an d ces plygones inseris ¢
Jasrface dis cercle devien de plus e pls et fi,cle pu e auss pec
au'on e souhiie, Prenons par xempl un polygone de plsicurs quadsilions de
s, Chacun de cescbxs sra vrsiment collé & I circonférence, au point quil
sea dificie de disinguer e segmen: de droie de s courbe. Antphon considéric
au'on poui,d cete mariér,obtrie I qsdrature du cercle.

s
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INTEGRER « A LA MAIN »

st un isost mécaniaue, un « ntrater », aul permet de rélserautomatiove-
mentlecacdun surface plane dfmitée pr une courbe continue. I st s semblale
3 ot pour caluer s distances sur e carte i et compesé e pee et
avecun tachymtre ql ndiaueladistance parcourue b long ' et sur un chrin o0
une route. interatur et aspect simile Lorsau'on prcurt e conour e sface
femée, e revenantau pont i, nous donneavleur de b srfac enferméedans ce
Contou B et oures concepteursdepatons,car o donnela guanie de matre
écasare pou easereu proe,

De cette manidre, nous sommes sirs que la somme des surfaces des
rectangles sera supérieure 3 la surface recherchée. Nous pouvons maintenant
augmenter le nombre de rectangles et la surface va s'spprocher de Ia surface
recherchée, mais cette fois par excis. Ainsi, nous avons dew suites, Pune
Sapprochant de la courbe par-dessous et I'autre, par-dessus. C'est le moddle,
exds schématiquement expliqué, utilisé pour le caleul des surfaces. On peat
appliquer un moddle similaire au calcul de volumes.

Les résultats sont comparés 3 la valeur que devrait avoir ladite grandeur
(rappelons que la méthode est basée sur analyse d'un résultat existang) en
Tapprochant par-dessus et par dessous, en vérifisnt que s ces valeurs étaient
dépassées le résultat serit absurde. Cest ce que Ion appellers, au xvir, I mé-
thode apagogique.

Dans tous les cas possbles, la méthode nous améne indéfectiblement 3
considérer infini actuel, ce qu'on appellera en analyse modene, e passage
limite, passage qui aursit spporté des résultats spectaculaires & ce probléme ou
4 dautres de méme nature i les Grees 'avaient appliqué.

Kepler

Kepler fut 'un des premiers mathématiciens de la Renaissance qui aborda le
caleul de volumes. De plus,l le it dans des circonstances un peu spéciales

le jour de son mariage en secondes noces avec Susanne Reuttiger. Sa femme
éant morte Tannée précédente, il sagisait d'un mariage de convenance

&
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i o ptre R st st

e rophiqu utt pour démonte e momens de chts des o

Sur Vaxe horizon

a1 Galilie porte e temps et sur ke vertical,ls viteses,

Un mouvement non uniforme est par excriple du type

21, Cela signifie que

Ia vitese croft avec le temps et qu'au bout d'une sceonde elle vaut 2, bout

de deus secondes, clle vaut 4, exc. Soit un trngle ABC dans lequel le segment
1B représente le temps écoulé et le eoté BC, la vitesse il conelue que Vespace

parcoura sers éal 3 b surface du triangle ABC. Galilée soubaitai appliquer a

méthode 3 des mouvements plus compligués, comme celui des rjectoires pari-
boliques, ce qui Iamenait & rencontrer des lignes courbes et les surfices qu'eles
déimigaient. 1l cmploya pour ses calculs des méthodes trés similaires & celles de

Kepler. Mass, comme nous le verrons plus foin, ce sera Cavalier, un de ses dis-

ciple. qui trouvers une méthode ratonnelle pour calculer ce type de surfaces,

Ainsi, Gialilée fut inévitablement confromé aux paradoses de Finfin, ce qui
Vamena nécessirement & séfiéchir sur  natuee. Clest ainsi qu'l rouva un para
doxe quiil e savait pas résoudre et qui, ormellement, 'était méme pas un vé.
riable paradose, mais qui comporgit une définition possible de infin, comme

nousle verrans plus o,
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ona de méme recours  1a somme de volumes de cones dont les sommets sont
au centre de 1a sphie et les bases sur sa surface. C'est avee cette méthode que
Kepler arriva 3 Ia conclusion que le volume d'une sphére était égal au tiers
du rayon muldplié par 1a sueface. I justifiac toutes ces opéracions par le prin-
cipe de continuité, qu'l devait considérer comme acaquis il voulait continuer
4 appliquer sa méthode au calcul de volumes.

Galilée

Galilée, Galileo Galilei en italien, (1564-1642), fut un sciendfique révolation-
naire par bien des aspects. Nous n'allons pas analyser ici toute son @uvre,ni la
manire dont elle  influé sur Ihistoire de Is science, mais nous allons nous ar-
réter, méme sommarement,sur ses aventures avee infini Tout d'sbord, Gallée
considérsit le mouvement comme quelque chose qui se produsait sns arrér,
est-idire qu'il éait continu plutdt que discre, tout en sachant bien que 6t
une position risquée puisqu's un moment il fsudrait sccepter le st de linfini
poteniel 3 infini actuel. Pour ce fice, il « géométrisa » les problémes relatif au

‘mouvement. Ainsi, il considéra que le mouvement pour lequel a vitese n'était
pas constante pouvait étxe représenté gométriquement comme suit

Vitesse

. c
+
2
olfa
o 1 B4 3 5 Temps
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Chapitre 2

Discret et continu

Lantagonisme exisant entre le disoet et le contin, qui a véritablement fisciné
bon nombre de penseurs, remonte aux philosophes de la Grice antique, mai il
est toujours d'acoualté dans des domaines plus divers, tels que la physique, les
‘mathématiques, 1 psychologie, e siences de a connaissance ou la linguistique.

La densité

Les grandes cultures de 'Antiquit, en partculier 1 culture grecque, donnaient
aux nombres un sens métaphysique, ant insi leur vision du monde 3 un systéme
de numération. En générl, lorsqu'on parle de nombres,on se réfire & a suite des
entiers naturels 1,2,3, tc. En effet,les factions ou nombres fractionnaires cntré-
rent de maniére un peu forcée dans a famille grecque des nombres s 'éaient
pas trités comme des nombres au sens actuel du terme mais en tnt que pro-
portions entre quanicés ou reations de similitude entre des figures géométriques
particulibres. Ici, il st nécesssire d'élaicie T'un des aspects de la numérologie

direcrement i au concept d'infin 5 tout ce qui existe doit pouvoir sexpliquer
au moyen de nombres, il doit y en avoir suffsamment pour désigner toutes les
choses connues et surtout, celes & venir. Dans ce sens, L suite des entiers naturcls
e pose pas de probléme, puisqu'elle st infinie En revanche,a suite des nombres
fractonnsires a une propriété que lesentiers n'ont pas et que les mathématiciens
eecs observirent avee suspicion : 1 densit,

Entre deux nombres entiers consécutif quelcongues, il n'en exste aucun

autre, Par exemple, entre 6 et 7, aucun autre nombre entier n's a de place ». Il
Wexiste évidemment aucun autre entier supéricur 3 6 et inférieur 3 7. Pourtant
cela est faux si Ton ajoute les nombres fractionnaires aux nombres entiers. En
reprenant Pexemple précédent, le nombre suivant e trouve entre 6 et 7 :

647 _13

22

2
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Pour bien comprendre ce que recouvre linfini, que ce soit linfiniment
grand ou 'infiniment petit il faut avoir une idée claire de Ia signification des
concepts de « continu » et de « discret ». Examinons la diffirence entre les
deux avec un exemple simple. Soit deux récipients identiques, 'un contenant
de Veau et Pautre, des biles Versons le premier dans un autre récipient : nous
verrons couler le iquide ¢ monter son niveau au for et 3 mesure, Quand novus
versons les biles, I situation st tout autre, surtout dans la perception que
s en avons : nous observons les billes tomber dans le récipient une 3 une.
Ce sont deux expériences trés différentes, non seulement 3 voir mais aussi 3
entendre : dans le premier cas, il S'agit d'un bruit contin alors que dans le
second, nous entendons le bruit de chaque bille qui cogne le récipient. Dans
le premier cas, on aura reconny un processus continu et dans le second, un
processus discret.

Prenons un autre exemple ¢le temps s'écoule de maniére continue de neuf
heures du matin 3 neuf heures du soir. Mais si nous regardons un horaire de.
train pendant ce méme intervalle de temps, nous trouverons un ensemble de.
valeurs discrétes. Si un train part & dix heures du matin t e suivant 3 onze.
heures, entre les deux valeurs 10 et 11, il w'en existe aucune aure, ce sont
donc des valeurs discrétes. En revanche, la mesure du temps entre 10 heures
et 11 heures est continue e peut prendre une infinité de valeurs : 10 heures
25 minutes 0,34628761720041244474 secondes en est une.

On pourrait penser que, présenté en ces termes, le concept est ncuiti et

apparemment simple. Pourtant, i 3 engendré des controverses passionnées
tout au long de Ihistoire,en partie parce que la question n'a rien de simple,
mais aussi, comme nous le verrons plus loin, parce que lintuition a'est pas
toujours bonne conseillire. Ainsi, un méme objet peut sembler étre de nature.
continue ou discrée selon I'échell 3 laquelle nous I'observons.

La polémique autour de Iopposition continu-discret est étroitement liée
au concepe d'infini. Il mest donc pas étonnant de rerouver les discussions
3 son sujet essentiellement dans le milieu philosophique. Nous aurons ain-

si Poccasion d'aborder I'affrontement, dans la Gréce antique, entre lécole

pythagoricienne ct I'école éléatique, dont les paradoxes de Zénon sont em-
blématiques.

La question essentiele de savoir si le monde oi nous vivons est discret ou
continu touche de trés prés nos perceptions et entre donc de plain-pied dans le
cade de ce qu'on appele s sciences de ka connaissance. Loin des considérations

»





index-27_1.png
Avec ce systime, on pourra toujours trouver un nombre situé entre deux
autres, i ces nombres sont A et B, alors nous avons de maniére certzine

AcAtE

<5

I st alors nécessare de disposer, dans notre ensemble, de nombres faction-
naires ou rationnes.

Comme ce processus peut étre répété 3 linfini, nous pouvons afirmer
qu'entre dewx nombres ationnels quelconques, il existe une infinité de nombres
rationnels

CrestIa propriéé de densité 3 aquelle nous faisions référence plus haut. Ce
concept annule celui de nombre « suivant ». Dans Nensernble des entiers nsturels,
‘on peut dire sans ambiguié que le nombre qui st 12 et 13, mais dans lensemble
des rationnels, cela ' aucun sens de parler du nombre suivant N.Si I'on dit que

M est ce nombre,c'est une erreur puisque

NeM
2

existe entre les deu.

L densité nous confronte 3 une perception de Pinfini 3 laquelle nous ne
sommes pas habitués. Prenons un exemple géomtrique ct imaginons une droite.
Nous pensons qu'ele se prolonge indéfiniment & ses deux extrémitds. C'est notre
perception de linfiniment grand. Mais nous pouvons faire la méme chose avec
s points d'un segment qu'avec les nombres rationnels. Encre dew points d'un
seggment,on peut toujours en rouver un aure, ce qui fit que le nombre de points
dun scgment est également infi,

Discret et continu

Dans le dictionnaire, 'une des acceptions de « discret » st « séparé, disinct », et
remvoie & sasignifcation mathématique dans Iexpression quanié discrte : « Qui
se compose d'unités ou de parces séparées les unes des autres, comme les arbres
dune forét, les soldats d'une armiée, les grains d'un &p, ctc. » Comme nous le
verrons plus loin, fire référence & des « partics séparécs » revient  défini ce qui
est discret au moyen d'un oudl mathématique trs élaboy
e qui et « séparé », west s auss évident quiil y parst

car défin chirement

»
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philosophiques <t des interprétations psychologiques, I physique et s
mathématiques entrirent résolument dans le monde du discret au début du
50 siécle, la physique par la mécanique quantique et les mathématiques par
Tavénement de ce que Fon a appelé les mathématiques discrétes.

Piéger le temps

On dit que I diffrence la plus importante entre I sience et a technologic
st que la premiére change nowe maniére de voir le monde et la seconde, notre
manire d'y vivee. Dans ce méme ordre d'idée, nous pouvons dire que Mhorloge
mécanique 2 ¢ Tune des inventions les plus révolutionnaires de Ihistoire de
Thumanité et parmi celles qui ont le plus chang Ia vie quotidienne, Grice i un
disposiif dans lequel les mathématiques jouirent un role décisit le temps ne fur
plus considéré comme un processus continu mais devint une suite « discréte »
dintervalles.

Les premiéres horloges mécaniques frent leur apparition au XIv* siécle (en
Chine, elles datent du x). Novs trouverions aujourdhui leur mécanisme rudi-
‘mentire. La force motrice était créée par un poids qui descendaic pir gravié et
pendait au bout dune corde enroulée autour d'un cylindre, de manidre que,la

corde se déroulant, e poids fi tourner le cylinde qui, 3 son tour, entrainait le

mécanisme de Ihorloge. Le cadran et lesaiguiles n'existant pas encore, ks heures
étaient marquées par des sons de cloches. Nous parlons bien sir des grandes hor-
Toges utlisées par une communauté. Dans certaines langues le mot « horloge »
vient du mot cloche (dock en anglais,par exemple). Les cloches étient actionnées
‘manuellement par quelqu'un qui surveillsi Thorloge.

111 sans dire que la précision de ces horloges st beaucoup 3 désier, non
seulement 3 cause de limperfection du mécanisme mais auss pour une question
de physique élémentaire. Le poids qui actionnait e mécanisme ne descendit pis 3
une vitese uniforme, ca a vitesse du poids soumis  a gravité sugmentit durant
52 descente. Une invention mécanique ingénieuse, appelée échappement, résolut
en grande partie ce probléme.

I'agisait d'un mécanisme formé d'une roue dent

. dune ancre et d'un pen-
chappement par Lune de ses extrémités. Quand
elle se balangaie, lle Ia ibérat pour I'entraver ensuite avee 'ute extrémité, Le
balancement de ' comment estappary
e fmeux « tie-tac », qui, depuis, régle Ia vie quotdienne de I majorié des gens

dule Lancre entravat a roue

cre sobtenait 3 Iside d'un pendule Vol

»
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En 1673, Christan Huygens démontra que la cycloide présentait les caraceé-
ristiques d'une courbe tautochrone. La cycloide se définit comme la trajectoire
décrite par un point s trouvant sur I circonférence d'un cercle lorsque celui-ci
tourne sans gliser sur une droite.

L fure montr comment, e ouant,
un corcl e une courbe appoe e

Huygens eut idée que s le pendule décrivait une cycloide, s hauteur de la-
quelle il démarrait 3 chaque oscilaion importait peu, car le temps qu'il mettrsit
& ateindre la parti la plus base sersit la méme, comme dans le cas de Ia bille
dans e bol,

Mais comment fire pour que ls courbe décrite par un pendule soit un
axc de cycloide ? La séponse vient de lune des propridtés les plus fascinantes
de Iz cycloide - « La dévelppée dune cycloide est également une cycloide. »
L notion de développée st trop compliquée & expliquer ici, mais on peut
voir Ia traduction géométrique de ce résoltat, Imaginons que nows divisions
une cycloide en dew et que nous réunissions les deux moitiés en un point A,
comme sur la igure suivante.

UN CURIEUX JOUET

maginons quenousimersons une e, qu nous I pesons ensute ur une bl et que
nousia isons toumer. Nousabtedionsunesurlce dontlagénéatice st e ele-
meme. st comma s nous demandions  un ot d s abriquer une e de e .
couelacourbeula déinse s une e Un el bt a6 fabriqu e plstave rs
e années 1960 et et venc dos e bouiaues g gadgts aux s U, Quescs cuecet
bjetavat decureue 2 Enben, s onfasi rouler une bl i, e metit tvjours
e e temps 3 arier au fod, uelle aue s hauteur &0 on Favat e omber.
st viament erange de constater ue deus il avent ensamble u ond durcpen,
0 aun s plckes Fun sur o rebord supries e Faute31a o dela parioppose.

2
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Volant

Roue
ichappement

edpasitf mécanique, appel rovedchappernen, amlos b mesure  teps.

Levolan roct un mouement & oscilation qu dépbce Fancedes deux s

‘A chaque sclston, ceteancefi avancer a cue echapement ' o,
iguiant i e moxnement e ensemble do a mécanique de Thoroge.

Si Fon voulit que les horloges donnassent un rythme du temps, et ce indé-
pendamment de celui-ci il fallit encore résoudee un grave probléme. Celui-ci
Venait du fit que les premidres heures étaient plus longues que les dernibres,
est-a-dire que Ihorloge avangait au fur et 3 mesure que la corde se déroulait
Cela &

lest facle de comprendre ce phénoméne en observant a traectoie pendu-

dit I tajectoire crculaie que suivai e pendule.

aite d'une bille lichée & Vintéricur dune demi-sphée, comme on peut le fire
avee un bol rond par exemple. La bille va décrire des trajectoires de plus en plus
courtes et fiia par s'mmobilier,ce qui revient i dire quon estarrivé au bout
de a corde de Phorloge. Il et évident que plus la hauteur diminue, moins elle
met de temps pour parvenic au centre, puisque la distance & parcoui est moins
importante. Cet a raison pour laquelle I'horloge avance. Mais existe-til une
courbe qui évite ce phénomene,c'es-a-dire une courbe dont a pente et dis-
ance 1 base sojent elles que I vitese de I chute e la disnce parcourue sc
compensent ? Ce deviait éure une courbe pour laquelle e temps mis par I bille
pour arriver 3 a base est e méme quelle que soit la hauteur d'oi on 1 laise
tomber. Cette courbe, avant méme d'étre découverte, requt le nom de courbe

gl .

tautochrone, qui veut dice « temps
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il n'y a rien, ar sinon, on pourrait diviser encore cet intervalle en unités. En
réfiéchissant un peu, nous verrons que le concept d'infiniment petit méne

directement au concept de continuité. La séfiexion sur la nature du continu a

‘occupé une grande partie de la pensée grecque dés son origine. L'un de ses re-
présentants les plus importants fut Zénon, qui, pa ses paradoses, it emarquer
1a fagilcé de toute théorie fondée sur Iinfiniment grand ou lnfiniment peti,

En grande partie, les exposés de
Parménide, dont il semble avoir écéle disciple et qui déclarait que tout ce qui

non vissent 3 valider les théorics de

existait formait un tout, une unité indivisibl, tant spatialement que temporel-
lement Zénon cherchait auss  luter contre les Pythagoriciens qui défendaicnt
‘pour leur part e « fux continy », comme mécanisme générateur de toute chose.

Limpossibilité de diviser e temps avait pour conséquence de nier le mou-
vement, considéré comme une succession de lieux accupés par un objet tout
au long d'une succession temporell. Lidée de Zénon étit de montrer qu'en
admettant des hypothéses contaires  celles de Parménide, on aboutissait 3 des
contradictions, des absurdités inaccepables par a raison. Pour ce faire,l utilsa
une méthode logique dont il fut le précurseu, sinon le créateur
ment pr Labeurde.

Cette méthode consiste essentiellement 3 supposer qu'une hypothése est
wraie e, 4 pastie d'elle, de faire une suite de déductions logiques qui finissent
par conduire & un résulat manifestement faux, d'od T'on déduit que hypo-
thise it également fausse. En termes logiques, e schém se base sur :

vov
FoF
Fov

UV = VRALF
exemple,V =5V signifie que tout cc qu'on peut déduire d'une vérité est en-

FAUX ct = est un opérateur qui signific « implique ». Par

core une vérité. Cela signific qu's partir de quelque chose de vrs on ne peut
en aucun cas déduire quelque chose de Bux. Ou dit autrement : d'une vérité
on e peut rien déduire qui soit faux, et s la conclusion d'un risonnement
logique est fussc alors c'est que Ihypothise de départ n'était pas vrsie, Clest
I base du mécanisme du raisonnement par Iabsurde, 'est-3-dire un rasonne-
ment dont Ia finalité est de démontrer qu'une affirmation st fausse. C'est sur
ce schéma logique que sone basés les paradoses

B
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Cyeloide

Développéc.

a

Constucion dune dévelppde & ot  une e,

Si'on prend un il de longuer fix, attaché & A, et que nous le tendons de
maniére i ce quiil it toujours sur 'une des branches de la cycloide, Pextrémité
de ce 6 décrit une courbe qui est aussi une cycloide. Huygens avait trouvé
Ia maniére de fabriquer un pendule auto-réglable simplement en retournant
1a figure précédente, afin que le mouvement du pendule soit toujours sur les
deux branches de Ia cycloide.
Bicn que le temps ne soit pas une grandeur physigue comme la masse ou
1 température, il est pourtant mesurable et 3 parci de Pinvention de Huygens,
on peut affirmer qu'il peut étre traith, si nécessaire, comme une grandeur
discréte.
Notre vie quotidienne continue & étre réglée par le « tie-tac », une mesure
intervalle
entre le «tic » et le « tac » et séduit progressivement de maniére étonnante.

discréte du temps. Dans le domaine scientfique, en revanche,

Il st infiniment plus petit qu'une seconde, comme o le dira en langage
courant, Les horloges atomiques actuells indiquent des cycles pour lesquels
une scconde st divisée en 9 192 631 770 parties. Ces horloges sont vraiment

s discrétes |

Paradoxes de Zénon

Le discret est constitué d'éléments, d'unités, mais qu'en est-il du continu
1 semble logique de penser que le continu ne peut présenter cette struc-
ture puisque les unités sont séparables et qu'entre deux unités consécutives

»
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Les Pythagoriciens avaient une vision mathématique et géomérigue de la
el
des surfaces, et ces dernidres, des corps ridimensionnels. Zénon 'y opposa
en alléguant que si les points avaient pas de grandeur, s ne pouvaient érc
mesurables et donc, tout ce qui se construisait 3 partr de points ne pouvait
avoir de grandeur, done n'existait pas. De plus, tout ce qui étit constitué de
poins était susceptible d'ére divisé une infinité de fois, ce qui conduisait 3 de
‘nombreuses situations absurdes.

formeée & partir e poins :Ies points engendraient des droites, s droites

LA PENSEE PARADOXALE

Leparadose et une fome de rafsonnement i va & Fencontredea pensée courane, On
rasonne 3 partr dun princpe ave e arfiver 3 descondusionscontodicoves et de
metre encause e principe sur eaue el s basent, Ps préisément, o paradoses o
iues,dont ol éiatque et une plonibe, développent de énonces logiaues 3 parts
autes quipeuvent e st s, sit fou. Lo des aradowes e plus populies dans
FAntquit s appei « pradone dumenteur ;2 & roposé ar Epiménid o rtos
et'nonce comme s« Tous e Crétossont des mentaurs. » Epménide e pout dre
1 Ve s et Crétos,mais i e ment s non s sl ffme auelque chose
e vl 10 1 contadicton

Les paradoxes ont une architecture logique impeccable. Il ont & source
de réflexion jusqu's nos jours e¢ ont plusicurs interprétations possbles. s
constituent une base essentielle pour comprendre 1a question de linfini dans
toutes ses dimensions. On dit que Zénon énonga & ce sujet plus de quarante
paradores et, de tous ceux qui parvinrent jusqu’a nous, les quatee plus connus
sont :Ia dichotomie, Achille et a tortue, la Réche volante et le stade. Nous
allons maintenant les examiner plus en détail

La dichotomic

Ce paradoxe sauaque directement 3 1a notion de mouvement, démontrant son
impossibilité en notant quun mobile qui doit se déplacer entre dewx points 4 et
B, devrs parcouric d'abord la moitié de la disance qui sépare s deux points A4
et B, puis la moié de ha distance qui reste et ainsi de suite. Du faic de Vinfinicé

B
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Dans notre pla
points oi convergent deus droites paraléles. Nous pourrions asocier i chacun
de ces poins une direction du plan. Dans ce c:
senteraient diffirenes directions du plan. Enfi

considérons maintenant un point situé I

un de ces

« tous es points 3 Vinfini repré-

Jous pourions imginer quc
ous ces points sont stués sur une méme droite ct appeler cette droite I droite
de Vinfini, Ce serait une maniére un peu buissonniére d'entrer dans I'un des
domaines marhématiques des plus intéressants et des plus beaus, la géométrie

projective
Lidée de base est que deux droites paraldes ou deus plans paralléles, porcant
e nom générique de variétés en géométrie affine, n'ont aucun point en com-

man s une direction commune. Clese de cela que se rendirent compte s
ométres de la Remisance, ca cel fise longemps qu'ils tvilient avee
des représcnations dans Pespace widimensionne,

Johannes Keplr (1571-1630) st le premier 3 avoir cu Tidée du poine 3
Vinfi, en cherchant une théorie unifice des coniques (i plaga e second foyer
de la parabole 3 Vinin), mais Geérard Desargues (1591-1661), que Fon peut
considérer comme e pére de a géometic projective e développa de maniére
plus sysématique. 1} lla auendre Je xex* sicle pour que le mathématicien
frangais Gaspard Monge (1746-1818) développit complétement cete branche.
de h geomérrie.

Transformations continues

Linfi 15agie dun
sujet complexe et relativement imporcan. Dans le chapitre précéden, nous avors

sment divisile est un conceptinséparable de ceui de continy

v ce que signific continu en opposition 3 discet, Maintenant il gt davancer
dans e continu de manidre continue, c'est e casde e dire. La fagon I plus intuiive
de définir la continuité s I suivante :une igne est contnue s on peut I racer
sans lever Ie crayon. Plus générslement,ce terme sapplique au concept de rans-
formation. Soit, par excmple,un parallélogranme comme celi de cete fgure
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Le plus important, dans e contexte de cet ouvrage,est que ces aristes placi-
rene Vinfini dans le plan de leurs représentations, transformant en actuel ce qui,
Jusque-li en géométrie, avic éé simplement potentiel. Rappelons que, pour
Aristote,une droite n'éuait que potentiellement accessble. Euclide ménagea ses
arritres en définissant une droite comme un segment qui pouvait se prolonger
autant quon le souhaitait pou faie tout sorte de construction ou de démons-
ation géomtrique. Ce fu le cas pour tous s géométres jusqu'au X sidele.
Pourtant,dans les tableaux des peintres et les plans d'architectes du Xv* sicle,
apparut un point quiils appelérent point de fiite central qui donna finalement
maissance 4 ce qu'on appelle la penpective centle. Ce point, of convergent les
droites paraléls, peut ée qualifié de point de linfini actuel, Grice & ce type de
perspective,des artistes comme Leon Batcista Alberti (1404-1472), Filippo Bru-
nelleschi (1377-1446) ou Picro della Francesca (1416-1492) se réappropriérent
les ceuves des géomes grecs et réusirent i ce que le spectateur ait chirement
Fimpression qu'une scéne tridimensionnelle &t représentée sur un plan

De la perspective & la géomitrie projective

« Quelqu'un a-t-il di
quelle on peut répondre en toute cerdirude par la négative. En i, il es facle
@y répondre parce quiil existe une autre question qui la précéde et dont la ré-
ponse estauss négative  « Quelqu'un a--il dé

pu en voir une puisquune droite et infinc. On peut tout au plus espérer voir
des segments de droites, s longs, auss longs que Lon souhaite, mais ps infinis
Quant aux droites parallles e plus ressemblant est a perspective que F'on a en
regardan un trongon trés long de voie ferrée. On voit alor, ou on croit voir,
eu droites qui convergent vers un point lointain,situé 3 Phorizon. Le fait de

vu deus droites parallies ? » Voici une questior

v une droite ?» Personne '

oi ce point de rencontre peut étre considésé comme une illusion d'optique
puisqu’en avancant auss loin que nous voudrons sur cete voie, nous ne 'at-
teindrons jamais. Ceci est lexpérience quotidienne d'un conducteur de TGV
dans Ia cabine de pilotage, lorsquil se dirige vers Iinfini & rois cents kilomtres
A Theure, Poursuivre le point 3 Pinfni a done autant de sens que de chercher
auraper son ombre.

Que se passerai-il 55, au liew de deux droites paralkles, nous en avions
trois, dix ou encore vings ? Nous aurions alors ce qu'on appelle en gométric
un faisceau de droites et plus important encore, nous aurions une dircction.
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i Ton coupe un cone 3 dewx nappes (deux cones infiniment longs, orientés cn
sens opposé, qui one méme axe ec dont les sommets coincident) avec un plan
perpendiculaie 3 Iax, on obsient une circonfrence. Si I'on incline légérement le
pln, b circonférence se trnsormera en ellpse, qui grandina au fr et 3 mesure
que Tinclinaion du plan augrmente. En continuant 3 inciner le plan, il arivers un
moment ois il ser paralte 3 une des génératrices du cone, Cest-i-dire 3 une des
ares atrals qui rlient le sommet du cone 4 s base. intersection des deus sera
s une parsbole. Quand, enfin,l plan ser paralle 3 'axe du cone, intersection
donner les dews branches dune hyperbole. C'est Pensemble de ces courbes, llpses,
paraboles et hyperboles que Ton appelle les coniques, le cercle éant généralement
considéré comme un cas pariculier de Tellpse. On peut auss couper le cone de
maniére différente et on obtient lors les coniques dites dégénirées (deux droits).
Nous pouvons imaginer que le mouvement de ce plan qui coupe le cone

se fait de maniére continue, sans qu'l y it de saut. Si Pon pouvait visusiser 13
transformation de I section plane, nous verrions comment une llipe sc trans-
forme en un cercle par exemple, ou encore en une hyperbole. Kepler expose ces
ransformations dans le plan en parant d'une cllpse.

Rappelons qu'une ellpse est une conique dont lexcentricié ¢ cst comprise
entre 0 et 1. Elle peut étre définie comme Iensemble des points du plan dont
somime des distances 3 dewx point fixes, appelés foyers,est constante. Supposons
que les foyers de Pellipse que nous voulons transformer soient F et F, deux
pointssitués sur le grand axe de Tellipse. Si F'on faic gliser de manidre continue
e point F vers le point F* sur le grand axe, Pexcentricité de elipse, paramétre
qui caractérise Lellpse,va diminuer jusqu's ére égale 3 0 30 moment oft F et F'
coincident, La figure deviendra slors un cercle

S
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Nous cherchons  le changer en un carré par une wansformation continue :

Nous devons imaginer que les coués sont faits d'une matiére déformable,
comme sk étaent en caoutchouc, de fagon 3 pasir d'une figure 3 I'utre sans

En 1604, Kepler publia un petit opuscule, Astronomia pars ptica (La partic op-
igue de Lastronomi) en complément d'un tricé d'astronomie consacré au déve-
s dopique. Kepler
érudist les coniques t les éventueles transformations continues d'une conique

i upture,c'est-i-dire de figon continue.

loppement théorique nécessaire 3 s abrication dinstrun

e une autre; Avane daller plus loin, rappelons que les coniques sont des figures

‘géométriques planes qui 'obtiennent comme sections dun cone, ansi que
lustre a figure sivante :

3 /)

Cerdle Elpse Parabole Hyperbole

Apollonius, dans son owvrage Les Conigues, les difinic comme. des lieux
stométriques du plan.Cette méchode st récise mais elle suppose cersinessubilités
tométriques. La médhode de Kepler,en revanche, e pls intitive et permet d'en
avoir une représeniation glométrique plus clire. La définition sexpose ains

El
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Ce concept de Papplication continue que nous avons schématisé allaic
devenir la pierre angulaire de la géoméie projective. L'idée estla suivante
supposons que nous trouvions une propriété géométrique de I'ellpse. i nous
déplagons I'un de ses foyers comme nous I'avons expliqué ci-dessus, cette
propriété doit étce conservée. Quelle es limplication du fait que I'ellipse soit
plus aplatie ou plus allongée ? i I transformation est continue, il arrivera un.
‘moment od catte propriété pourra sappliquer au cercle, 3 la parabole ou 3
Ihyperbole.

L technique de la transformation continue fut employée ensuite par Blaise
Pascal (1623-1662), mais il I'appliqua & des polygones réguliers, en transfor-
‘mant par exemple un hexagone en pentagone, en déplagant deux cdrés adja-

cents de maniére continue jusqu's les faire coincider.

Comment Kepler résolutille probléme du passage par Vinfini, posé par la
‘méthode ? Son raisonnement fut simplement le suivant : une droite se pro-
longe indéfiniment par ses deux exteémités jusqu'a rencontrer un point com-
‘mun. Cest que, pour Kepler,'univers éaitfind, mais auss trés,trés, s grand.
Sufissmment pour qu'y tienne tout ce qui étit nécessaire et plus encore...
mais il éai certainement fn

En tout cas, limportant est non seulement que 'univers soit suffisamment
rand pour contenir une courbe qui se renconte elle-méme aprés avoir fit
le tour de tout ce qui existe (idée similaire 3 celle que proposa Albert Einstein
dans s conception de I'espace-temps), mais aussi et encore plus, que Kepler
‘manipuliit précautionneusement ce concept de transformation continue.

Quadratures

Réaliser la quadrature d'une figure signific la transformer en un careé de
‘méme surface. L'un des objectfs pratiques les plus visés en mathématiques ap-
pliquées a toujours éé le calcul de surfaces,or a surface d'un careé es trs fa-
cile 4 caleuler. On savait calculer sans trop de problémes s surfaces de figures
planes délimitées par des segments rectlignes. Le théoréme de Pythagore ecla
géométrie d'Euclide permirent le calcul de 1 surface des tiangles et de tous
types de rectangles, Des figures plus compliquées pouvaient étre décomposées
en triangles ct rectangles. C'étit parfois une question d'habileté ou dingé-
niosité mais une solution énit trouvée dans la majorité des cas. Le probléme.
e compliquait séricusement quand certains des cotés de I figure en question

&
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Si maintenant, nous éloignons le foyer F de F, lexcentricité de Tellipse va
augmenter,cest-4-dire que I figure va 'aplati. Il arrive un moment, pour ¢ = 1
oi a figure n'est plus une ellpse mais une parabole, une conique 3 un seul foyer,
qu'Apollonius définit comme e iew géométrigue des points du plan équidisants
un point ixe appelé foyer et d'une droite fixe appelée directrice.

Sile point F sur s trsjectoire ne sarréte pas 3 Vinfini ct qu'il continue, il

réappanitra & gauche de F¥ et on obtiendra slors une hyperbole. Plus visuclle-
ment, pour passer d'une ellipse & une hyperbole, il faut prendre I'ellipse par ses
extrémités, comme si ¢était deus anses t les plir vers larriére, comme illustré
cicdessous

(On peut bt une hypertole e partnt e s, Pour ce e,
maginons attaper ar s poits A et 8 ave s dewx s,
comme si et} volot une vitur s o s pour 1 ramerer vrs e cnte
s e point A deviendta ' 18,

Une personne en face de nous verra les deux branches de Phyperbole
tenues par nos deux mains. Le seul probléme est que pour bien fire cela,

il fut partic dans Pespace, passer par Iinfini pour reveni o0 nous
et regarder Dellipse, impassible, comme si de rien n'étaic. Comment est-
il possible que Kepler, ferme défenseur d'un univers fini et opposé 3 tout
courant philosophique ou mathématique qui défendrait infini actuel, zit
& capable dexposer sans sourciller un tel type de transformation ? On
dirait en langage courant que Kepler avit « retourné sa veste » par rapport
aux théories de Pinfinialors en vigueur pour sauver certains intéréts pratiques.
Nous ne parlons pas dincéréts mondains, bien sir, mais bien du contexte
des mathématiques appliquées.

@
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Vers I'infini, et au-dela !
Par Julien Melleray, mive d anfiencs

Université Clade Bermard Lyon 1

Imagines :vous ées Pheureus propriéaire d'un hitel, un pew pardculier puisqu'i
a une infinité de chambres, numérotées pa les nombresentiers Toutes vos chambres
sont oceupées, s un membre de votre fmille 3 besoin d'un endroi o dormir.
Que fire? Une soluion consste & demander 3 F'occupant de chaque chambre de
déménager dans Iasuivante - 'occupant de I chambre 1 va dans 1 chambre 2, celui
de I chambre 2 dans Ia chambre 3, ecc. Ceci fit, I chambre 1 est maintenant libre,
et vous pousez loger une nouvelle personne

Encore mieux : voue frire poside un hotel similare, complet également,
i qui doit fermer pou travaux. Commen fire pour reloger ses occupants?
Crest simple :demandez 3 tous vos hotes de déménager dans les chambres avec
un numéro pair (Foceupant de la chambre 1 va dans la chambre 2, celui de la
chambre 2 dans I chambre 4, ainsi de suite). Maintenant, outes vos chambres
avec un numéro impair sont libres, ce qui vous asse asez de place pout reloger
les occupants de Pimmeuble de vorre frére. Lhtel imaginaire décric ci-dessus
(appelé « hotel de Hilbert » en I'honneur du mathémaricien allemand David
Hilber) illustre e fit que les ensembles infinis ont des propriécés qui peuvent
paraitre contradictoires, ou en tout castrés différentes de ce 3 quoi nous sommes
habitus.

Poutant, nous pouvons tout 3 fit imaginer des ensembles infinis De plus, il et
s dificile en prtique de manipulerdes ensemblesfinis avec un tés grand nombre
éléments - par exemple s l'on essie de comprende I'évolution d'un gaz au il du
temps il es impossible de décrie ce qui aive 3 chaque particule composant ce g2z ;
mais on peut esayer de décrire évolution de paramatres observables (1 presion,
1 température..) et pour cel il st plus aisé de prétendee que le gaz est it dune
infnité de paricule,infiniment pedtes, et respectant certaines los physigues. De
‘méme,l st pls simple dlimaginer que l temps varie contingiment plutdt que par
incréments extrémement petits... En quelque sorte,on a donc besoin de manipuler
des ensembles infins 3 cause de notre difficulié 3 nous reprienter des ensembles
finis, mais dont s taille dépase notee entendemen.
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éusient courbes, car on manquait de techniques adaptécs. Les Grecs avaient
démontsé leur habileté dans ce gene de calculs, mais il cOtoyaient sans cesse

un encombrant voyageur  infini actuel

Pourquoi, lorsque les choses cessent d'éire droites, peut-on étre sir que

i est présent,avee son cortége de problémes ? Parce qu'en csayant de ré-
Soudre e probléme,l avére qu'une courbe est I résultat dune approximation
de celle-ci par une infinité de segmens rectilignes. Dans le méme ordre d'idée,
on peut considérer qu'une droite risulte dun processus d'approximation par
des courbes de plus en plus ouvertes, comme lillstre Ia figure suivante

13

At et mesureque ks coues scurent, o dtonce e s
etla dote st do s en s ptit,partulbrement au point 2
“Ainfi, ot e coube sot e seule t méme chose.

Soit une droite, un point P quelconque de certe droite et une suite de
courbes tngentes en P, de plus en plus ouvertes, c'est-d-dire de courbure de
plus en plus faible,au fr ct 3 mesure qu'ells se rapprochent de Ia droite. Aussi
nombreuses que soint les courbes tangentes A a droite en P,l est clai qu'su-
cune dentre lles e sera identique I droite iniiale. Nous pouvons imaginer
que quelque chose de semblable puiss se produire et linfinité de courbes finit
par devenir Ia droite. C'est potentillement possible, mais acwellement, dans
e sens de Vinfni actuel, nous 'avons aucun mécanisme rigoureux qui nous
garantisse que celale soit. Li encore apparsit ce passage 3 infini, qui se maté-
rialise en une entité concrite,avec le changemen de nature que cela suppose.
Lensemble des courbes qui approchent de plus en plus I droite présente unc
Caraceérisique :pour chacune d'entre elles, on peut parler d'une grandeur qui
est supéricure ou infiricure en référence 3 sa courbure. Au passage i la limite,
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algébriques, I,
propositions Texistence de nombres non algébriques. Cantor démontra de.
plus que cet ensemble n'éuait pas dénombrable.

dénombrable. On déduit immédiatement de ces deux

La conclusion est donc que la monstruosité de Tensemble des récls provient
précisément de a présence de ces fameux nombres transcendans,

Nombres transfinis

Larithmétique des nombres transfnis est
distincte de cele des mombrs i
G. Cantor

‘Comme on vient de le voir,on pet former I série suivante de sous-cnsermbles
dun ensemble 4 = {a, b 6,4}

(@), (). (9 (d). {4, ). (0,9, (o, ). (B ), (b ). (e d). {a b )
{a,bd). (0,6, d). ().

Nous les avons appelés sous-enserbles prapres de A, On leur a donné ce
nom car, lorsquon parle de sous-cnserbles d'un ensemnble total, {a, b ¢ 4) et
Tensemble vide sont aussi des sous-ensembles de A

Lensemble vide, noté 0, est Vensemble qui m'a pas d'éiéments, et
Ton considire que 'est un sous-ensemble de n'importe quel ensemble.

Lensemble vide et Iensemble original avec tous ses éléments sont dits sous-

ensembles improprs.Si I'on ajoute maintenant ces deux sous-ensembles aux
précédents, on obtient a série compléte de tous les sous-cnsembles de A,
soit 16 au total :

10}, {a}. {8}, (e} (). {a, B}, {0, ). (a4}, (6,0 th . 0}, {a, ),
o bd) (o d). (e d) (o bod)

‘Sachant que 2= 16, le nombre de sous-cnsembles de A est égal 4 2 Elevé
4 la puissance du nombre déléments de A. On démonte facilement que
est tojours vrs,soit qu'un ensemble quelconque i n éléments a toujours 2°

sous-ensemble.

e
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Si ko < k', alors ke < ki
Sika = k', alors ke = ki,
Sika > k', alors ke > ki,

el peut paraitre banal mais ne st nullemen, 1 e prende en compte

que, elle que Ta formulée Eudoxe, cette définition peut s appliquer 3 des rap-

ports qui contiennent des racines de nombres ou méme  des figures géomi-

triques. Par exemple les premicrs rapports peuvent se référer & des spheres et les

deusiémes 3 des cubes construits sur les diamétres de celles-ci. Plus encore,
dans ces rigles se trouve I graine de la définition d'un nombre irrationnel
que Richard Dedekind trouvera au XIx" siécle selon I méhode qu'il nommera

< méthode des coupures »

EUDOXE ET L'ASTROLOGIE

Eudo nauit vers 408 a.1-C.  Crde, e
e Fancienne réion de Cara d a Trieac
welle st ps s conn e ant st
ome et géographe, domaines dans sauels
111t dos dacouvertes importantes | déter-
i la talecole do dves astes o éusit
 monter que Fannée sl avai 6 heures
o plus que s 365 fous qu'on i atbuait
sl 1 ot aus e prmie  dvser fa
sphere celest en degrs delonaitude et de
Iattude, I desina égalment ne cared e
et mens desetudes sur s céaton e calen-
s, météorolgie s changements de
sison dans e dea du . Ses connassances en stonomie e corfronirent s
s prétres car ceuciutlsalent Fastonomie pou eus caluls asrlogiques. Evdore,
uiéat citement un detactou de astolgle e fonda pas ses arguments sur des
cropances, qui aint discutables, mais su une méthodoloe e abguant:  Quand n
pense pounor e desprévisions sura vie 'un oy grice & ds Proscopes fondés
sur s date e massanc,  ne faut absolument pasy croie, ar e nflences s astes
Sont i complaées  caluer qu'l et aucn homme sur T Qi an 5ot capable

&
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Une photaaphiede Crares Hornitepose vers 1587
Lo mathématiien frans dmonta que it pas un ombre étraue

qu'au moins un des dewx nombres, T o T°, est transcendant, probablement
dance de chacun deus. A

les dex, mais on ' pu encore prouver I ransces

premitre vue, les nombres transcendants sont bizarres, difficiles 3 trouver, ce
qui lasse penser qu'ils sont peu nombreus, mais la eéalieé st toute autre il y

en a beaucoup, vraiment beaucoup

ane infinic et plus encore.

Dans ensemble infni des nombres récls, nous avons d'un coté les nombres

fationnels, qui sont tous algébriques

et de Vaure, s irationnels, qui nous en
font voir de toutesles couleurs pour savoir quels sont ceux qui sont transcen-
danss. E bien, ils sont en grande majorité transcendants. 11y en a bien plus

que de nombres algébriques.
Cantor, faisant preuve d'un génic étonnant,sc surprenant lui-méme de ses
des

résultas, démontra avec une faclité déconcertante Iexistence de infini

nombres transcendants. D'une part, il ssvaic que Tensemble des réels méesit

pas dénombrable ct, dautre part il avait montré que 'ensemble des nombres

m
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quand ellesse transforment en droites, cette caractéristique disparai (on pour-
it parler de courbure nulle) et c'est A précisément qu'intervient le change-
ment de nature. C'est Fune des raisons pour lesquelles Pinfi st asocié au
mystére de la création. La transformation, pendant laquelle I'une des courbes
sc transforme en droite, se produit en un lieu de Fespace et du temps auquel
ous n'avons pas accés. Nous sommes conscients que cette cxpression se ré-
ferant & Fune des courbes est aussi incohérente quinconsistante : il n'existe
pas de derniére courbe, sinon le concept d'infiniment petit disparaicait, et
nous aurions un saut discret entre la derniére courbe et la droite au liew d'un
processus continu. Cet acte créatif 2 cu une grande influence sur la penséc
scientifique en raison de ses connotations philosophiques ct religicuses, ainsi
que de Ia zone interdite quil crée dans les deux domaines. Il serst peut-tre
plus raisonnable de parler d'une « mutation » plutdt que d'une création. Cela
nous rapprocherait du raisonnement oriental, pour lequel la pensée religicuse
estplus intégréc 1 pensée philosophique. C'est pourguoi il serat plus correct
ou plus élégant, au moins dun point de vue intellectuc, de dire que la courbe.
subit une « mutation » qui Ia transforme en droit.

Avec Archiméde (env. 287 av.J.-C.-env. 212 av. |.-C.), Pythagore (570 av.J
500 av.J-C.) et Euclide (env. 325 av.J-C.-env. 265 av.|.-C.), Eudoxe (env. 408
v J-Cooeny. 355 av J-C) fut partie des personnages les plus importants des

mthémadiquesgrcqucs D point de vie coneprueh it cerainement e pls
perpicace de tos.

A cee époqu, s mathérmariques grscques éiens cncor sous e choc de
s découverte de grandeurs incommensurbles, avee Tapparion ds mombres
iraionel. I st s de crite bien défin pour comprer s grandersde
nature diffente.C'cst B g dona une dfnion e (dnicon s d
LiveV des Héments o Euclide) s« O dit e grandeurs qu'eles sot dans e e
appors, I premire avee I deuxitme ct L roisiéme ave I quateéme, orgue,
comsidran deséquimuliplsguckonques e preitr e d  roigéme 4o
qimulipls quelconquesde I deuime e de b quatiéme, e premirs sont
supéicur Egaix o infreurs aux seconds,pris das Fordeecorrespondin.»

e que Fon peut formuler cn igage acuel - dew rappors afb ¢ /d sont
g, Eant donié deu nombres entirs queconaques ke K, on véific que

@
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Lensemble formé des sous-cnsembles d'un ensemble A S'appelle en-
Semble des partes de A, ct il est noté. (A). Cantor démontra qu'en géné-
fal, étant donné un cnsemble quelcongue, Pensemble de ses parties éuit
plus grand que lui, ou plucdt qu'l contenait plus d'éléments que lui, soit
plus formellement, que son cardinal éit supéricur. Pour ne pas abuser
de parenthises, nous allons utiliser un autre symbole pour le cardinal : les
barres verticales.

Ainsi, & partr de maintenant, Card (4)=|4]. On peut donc formuler
le résulat précédent par

141 <lp @l

Clestle «théorime de Cantor .

e théordme permet d'obtenit des infins de plus en plus grands, Cantor
considéra que Tinfin le « plus petc » cst celui qui correspond au cardinal
de I, ensemble des entiers natuels, 'l not X, st

INl= X,

Appliquons e théorime de Cantor

IX) <1@M)I <1P(PEI] <

Ala site de cardinaux, Cantor dorna le mom de nombres aleph, suivi
un nombre pour chacun d'cus, soit aleph-1, aleph-2, aleph-3, ctc. Aleph-1
et Ie plus petit cardinal srictement plus grand que aleph-0; leph-2 est

le plus petic cardinal srictement plus grand que aleph-1; et ainsi de suite.

On s it sleph un, aleph deus, etc, et i sécrivent en porant le nombre
ordre en indice de I letre hébreu aleph

R RR K,
‘Ce sont cux que Ion appelle les nombres rangfini

"
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par des sectes intolérantes ou jetés au bilcher par des religions intransigeanes.
Tout cela pour ce qui n'est, somme toute, qu'une idée. Mais nous savors qu'une
idée peut influencer de manitre dicisive notre maniére de percevoir le furur,
au-deli de notre propre exisence, e, par conséquent, ire trembler les bases sur
Tesquelles

Quoi qu'il en soit,cest un sujet qu, d'une certaine manide, affecte notre vi-

ppuient les croyances de toutesles cultures.

sion du monde et intéresse donc non seulement les mathémticiens mais ussi les
philosophes. Ces deux points de vue doivent « dialoguer » entre eux car, comme
Ta dit un jour le mathématicien frangais Jean-Charles de Borda (1733-1799) :
«Sans les mathématiques, on ne va pas au fond de 1a philosophie ;sans I philo-
sophic, on ne va pas au fond des mathématiques ; et sans les dew, on ne voit e
fond de rien du tout.»

0
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quils contenaient, nous avons fit appel 3 a notion de cardinalits. Ainsi,le car-
dinal d'un ensemble n'est pas exactement un nombre, mais bien un concept
associé 3 idée de grandeur numérique. C'est au fond une astuce extraordinai-
rement ingénieuse pour connaitr la ille d'un ensemble. En fit, cel consiste
& comparer les ensembles selon des égles s bien définies qui nous permettent
daffimer que deux ensembles ont la méme wille o non, indépendamment
du fit qu'ilssoient fnis ou nfinis.

LA LIBERTE EN MATHEMATIQUES

Onpect e que e souhat de Cantor 'l existedes mathématiaues e st maintenant
plinement combie. Ells e sont au moin dans e sens o en i pessone, 9 tous cas
ans s pays s ks, et de bitons dans ks roues 3 une héore mathématie
au nom d I phicsophi o d  relion. P exemple, e ufon appele acuelement
e« grandscrdiau » son des nsembls e ale s monstueus que s ansfs de
Cantorsemblent des i 3 e . Leur definiion et ls complee que ce e nious
o pésente, ol o constuction gade une craine siistude avec a gnératon des
sephs,  prt une chaine ensemsie ncs s s don e autes et en consirant
ensite s ensemblesdeleurs prtes.

Alors que Cantor appela leph 2o le cardinal des entiers naturels, IN| =X,
il donna i R, Vensemble des récls, un autre nom, , pou continu. La raison en
est que les nombres réels « remplissent » complétement la droite dice réele, et
comme c'est maintenant une suite continue de nombres puisqu'elle n'a plus
despace vide, ele peat étre qualifice de continue. Cantor savait que.

Mais les nombres alephs forment une suite croissante puisque

E

N, <K, <N <

Cantor se posa alors la question suivante : existe-til un cardinal qui soit

compris entre celui des entiers naturels et le continu ? 1l ut alors intuition

que Vgalité suivante éusit vérifiée

2=k,

s
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QUASI INFINI

Ly —
nombve suant st monstrueu
=

Cela pourai el résulat o calcul mathérmatiau. Un processeur pourti Favolr
abteny, au mojen 'un langage 3propre, apes un nombre rasonnabe éapes. Cec
et rendu possilegrce ausoutls symbolues e mathématqes et en langage d pro-
aramimaton. Ml i nous devions e e nombre avetos ss chifes, s surons
esoin ' support matéril,papies o ute, e quantében plusmporante aue toutes
e pariculs d Fuives. De plus, nous aurons pas non ps e tems de e, ca
nous faudat bienpls de temps aue Fage de univers.

Quel que soit le nombre, méme celui que nous avons pas imaginé, i
existe dans cette série ordonnée de nombres.Si, avant Cantor, on affirmait que
rien ne pouvait étre plus grand que linfini, aprés lui, nous pouvons ére sirs
au contraie qu'il existera toujours un infi plus grand que celui que Ton s'est
donné. Cantor a dépassé les limites de Ia création : pour auss grand que puisse
e ce que Diew pourrit créer, il y aura toujours un infini supéricur. Or cette
idée heurtait de plein fouet s convictions religieuses intimes de Cantor lui-

L'hypothése du continu

Jusque-13, nous avons parlé de la cardinalité d'un ensemble. Nous savons que
est un concept qui fai référence au nombre d'éléments qui forment un en-
semble. Nous avons v auss que lorsque les ensembles sont finis is peuvent
éure dénombris, dans le sens 0d I'on peut atribuer un nombre naturel 3 chaque
élément T'un aprés Fautre. D'un autre c6té, lorsqu'il sagit d'ensembies 3 une
infinié &

ments, donner un nombre & chacun des éléments est rendu possible
au moyen de ce qu'on a appelé a correspondance biunivoque, qui atribue un
entier naturel & chacun des éléments de 'ensemble. Les cnsembles pour lesquels
ceci et possible sont dits dénombrables. Mais nous avons aussi rencontré des
ensembles non dénombrables et pour fire référence 3 1 « quantité » ' léments

e
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Irrationnels

Les nombres 1,2,3... que nous usilisons habitucllement pour comper sont i

ispensables pour mesurer des objs. Si nous prenons,par exemple,un morceat
e bois raisonnablemens droi e que nous y fisons, & ntervallsrégulicrs, une
margque pour chague nombre, nous pourons mesurer, Cst-i-dire donner des
longcurs au objets. On appellra « unit de mesure » I disance cntre dew
nombres.

Supposons que ot unic de mesure soit un segment [04] <t que Ton
veille mesurer la ongucu dune barre B Nous poscrons done note uité de
mesure lelong de cete bare ¢ compterons combicn de fos o peut répéter cc
st soit combicn de fos ce segment e contenu sur I longucur de Ia bare
Si e résulat s cing, nous dirons que cete barre mesure cing unités. Et nous
aurons eu de la chance que I résulat soit un nombre entie.

1 poureic en éve autremen :1a baree pourra,par exemple, mesuee quatee
unités et demic. Ce ne serait pas un probléme non plus il suffcit djouter une
division A notee unié de mesure correspondant & une moicié. Symbolquement,
nous a eprésenterions par une fraction 1/2.

Crest sins que Ton consruit une régle de mesure, ct plus nous ferons de
divisions, plus précise sera I mesue,

Iy a bien sir des limites 3 cela. C'est un probléme purement physique,
4 Vépaisseur des marques et & notre capacité visuelle 4 les distinguer. Une régle
normale comme celle qu'utiisentles écolier préseate habitucllement des divi-
sions allant jusquau millimétre, autrement dic Punité de mesure,lorsqu'il sagit
du centimétre,a & divisée par dix.

Avant de poursuivee, rappelons quelques notions élémenaires de géomtrie.
Un wiangle rectangle est un iangle qui a un angle droit, soit un angle de 90°.
Par exemple, le triangle ABC qui figure sur la page suivante st rectangle  son
angle B mesure 90°. On donne parfois le nom de « cathétes » aux deu cotés
qui forment I'angle droi, e woisidme éant Ihypoténuse. Ains,dans un triangle
ngle droic e e plus grand.

rectangle Phypoténuse est toujouss le coté oppost
des ol

Le célibre théoréme de Pythagore dit que la somme des carrés des cdués for-
mant Pangle droit est égale au carsé de Phypoténuse. On a donc

A +BC" = AC".

s
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‘En appliquant le théoréme de Pychagore, on obiient
oc’ +cp’=op’

i OD' =1+1=2,50i 0D = V.

SiPon projete 1 longaeur OD s s drote svee un corpas, on e pourra
doaner au segmens aucune valeu connue, On it los que b Ionguen OG e
<incommensurabe o

e que ows ffimons implciernen, ' que VB e peut e obeete sous
form de Gacrion, ce qui nous smine A difinie précisaen un Rombes aion-
el om it g mombre N quelcongue 5 atioane quand  put & obiena
comme quotient de dew enters

Dprs ctte défiiion, 213, 8/5, 2 T73/12 45 sonkdes nombres ratonncs,
Logiquemen, s nombres enirs son ass rationnes puise tout ene peut
v obte comme quosentde deu auves £8, par exsmpl, st entiqe 3 16/2.

Dans quelques textes apocryphes des Blimnts 'Baclid, on twouve 1 i
monstation que VE et a un ationinel (e en anness e démonstrion en
Lngoge moderne).

‘On sppele il e nombes non Ftonineltertn s gifcatf g
A e maure. Mais e plos problémaique d tou s, st qu el ne s prodie
s selemen avesLs disgonales de tous o carts, mas s ok I hu ¢
le tté don isngle équiltéal ow cnr I disgonle <t I c d'un pentagone
régalic. Cela veut dire que Fon n's pas rowwé un nombre isaionnel mais, &
combien plus fondamenal,exstence des nombesitatonnes.Le nombres -
ers ne pouvaent pa mesure ave préciion e Siures e plus emblémarques
des Pyhagoicens. On peut ffimer que s découver des nombres iraton-
nels i cerinement une crisesas précédent dns Phistore dos mathématiques
grcques. Nows pensons que, dans Issctes pythagoriiennes,crsctéises enre
aares pr e scee soussrmen, ' des scees e e gands o Fesisence
des mombres iraonnel.La ligende di que le chidiment pour avols Evlé ce
scre porat b 1+ mort.

Une diffirence vemeat impoctante crise caee Texpresion dan nombee
ionnel ot Vespresion d'an nombec iriomael. Prenons cet catmple : lo
nombre 122 pou expresion dicimale 05. En revanche, 1/3 = 0333333333
4 un nombre Infin de dicmaes, s parieement sow conmrle, puikpie
ce e son que des .

@
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Cela permet de connaitre 1 valeur de Fhypoténuse lorsqu’on dispose de la
longueur des deux autres cdués. Dans le riangle suivant, par exemple

4
3
c B
0
on obtient :
Fes=ac’

s Pon tire I valeu 5 pour Ihyporénuse.

Supposons maintenant que nous prenions une unité de mesure sur une droite
origine O, de figon que OC = 1. Construisons alors un segment perpendicu-
ire pasant par C, de figon que [CD] soit auss de longueu 1. Comme nous
pouvons le constater sur a figure suivante, nous avons obtenu un wiangle rec-
tangle OCD, dont Phypoténuse est [OD).
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Ainsi, partant de 1,3 gauche de V2, et de 1,5, 3 s droite, nous approchons
progressivement la valeur théorique réelle de ce nombre. Mais il ne sagit que
dune succession infinie de valeurs qui s'approchent de plus en plus de la valeur
2.1 st vai que les choses sont potentiellement ainsi, mais afrmer que 2 est
un nombre concret revient & accepter I'idée dinfin actuel.

Si quelqu'un affirme que les nombres irrationnels n'existent s, position que
défendirent les Grees et dautres grandes figures des mathématiques tou au long,
de Vhistore, il est certan qu'implicitement, il nie Vexistence d'un infini actucl

Le saut quantique

Voyons mainenant une maniére de metre écitement en relation linfiniment
‘grand, ou prolongation infinie, et infiniment petit, ou processus de division infi-
nie.Soit deux droites parallles, et 1.

o D E P g J

St la premite, fixons un point P que nous prendrons comme référence. Soit
maintenant un point Q,sur I secorde,stué, par exemple, sur s perpendiculaire
4 7au point P. Langle a que forment le segment PQ ct 1* et un angle droit, oit
90°. Déplagons vers Ia droice le point Q qui se trouve sur la droite 7~ Langle a

s
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Un nombre tel que

&l

s que deux décimales, En revanch

3
%

4545..

3 une infinit de décimales, mais 45 se répéte infiniment (ce nombre st appelé
péiode)

st un utze nombre décimal pour lequel I période spparstspes une séquence
non phriodique

En revanche, a racine carée de 2 et une xpresion déciml infiie dans -
quell s nombres spparsisent sans e prtculic, de manidre sétoie, comme
s énientchosis 3 oulete. La frmation de ces chiffes ne st aucune loi
ien de smlire. Pouvons-nous dire que nous connaisons réclement  valeur de
2.7 En tous cas,dans afirmative, nous pouvons seulement dire que nous wen
conmaizons que des valeursapprochées et que I'spprosimation poure éte aust
rande que nous I soubaitons, mais ien de plus... <t rien de mois que e que
it Vexpresion « ausi grande que nous le souhaitons », frmant implicitement
que nows avons un certain contdlesur cete suite infni de chiffcs.

Le mathématicien britannique Brook Taylor (1685-1731) approcha V2 au
moyen d'une it de sommes définie comme i

‘Chaque terme de cette suite donne une valeur spprochée de V2, avec a part-
cularité qu'ele e it une fois par 1 drote et une fois par  gauche, comme on peut
le vérifiersur le ableau suivant des valeurs calculées pour les neuf premiers termes.

®
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Une édition réalisée avec e soutien de IHP I’I Institut
wwwihp.fr Henri
Poincaré

Linstitat Henr Poncare (HP) a été créé en 1928 4 Par, 3 Fintiaive
de chercheurs francais et ameéricains, pour favorser les &changes
Inteliectuels s aux mathématiques. Soutenue par ke CNRS et IUPMC,
cette“Maison des Mathématiques et de  Physique théorique” eststuée
surle Campus Pere et Marie Cuie, haut e historique de l cence, qul
paricipa a s naissance de fa physique atomiaue, 4 a création du CNRS
et celedu Palas e a Découverte,Dirigé depuis 2009 par Cécric Vil
~ enseignant-chercheur de. [Unversté de Lyon —, ITHP se concenire
sur tois missions ° Faccued, chaque année, de centoines de chercheurs
de haut niveay, venus du monde entier pour des conférences, cours,
séiours de techetche et discussions informees ; fe souten logstique
de Ia rechetche mathématique francaise ; et eiin, le développement
des contact enire Ia recherche mathémataue et la so0éte - Seves,
enseignans, entrepreneurs, artistes, journalstes et tous es publics
interesés pa la fascinante aventure desscences

et en collaboration avec Images des Maths
http:tlimages. math.cnrs.fr

Images des Mothématiques veut contrbuer 3 réde le mancue de
communicaton entre es hercheurs en mathématiques et e publc.
Images des Mathématiques est une rewa en lgne qui @ pour but de
présenterl recherche mathématique —en partiuler fangaise - et e méter
de mathématicen, 3 fextérieur de ls communauté scentifaue. Tous fes
arics sont écis par deschercheurs en mathdmaticues et aucun artice
et cit poures chercheurs en mathématiques. On espr sinsi rontrer
les aspects mathématiques de la echerche contemporaine bien 50, mais
st sesaspects histonque, cultres et sociologiques.Le st st éberge
par e Centre National de i Recherche Scientifique (CNRS).
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varic en diminuant son ouverture su fur et 3 mesure que le point Q s‘éloigne
vers I droite. 11 est évident que plus le poine Q s éloigne, plus I'angle @ diminue
Sur ce schéma, on voit I reladion fagrante entre Ia prolongation infinie induite
par le mouvement du point Q et la diminucion continue de I'angle 4,
devenir ausi peit qu'on le souhaice. En langage courant, nous dirions qu'au fu et

i peut

i mesure qu'une chose devient infiniment grande, 'autre devient smultanément
infiniment pecc. Limportantcst I chose suivante e point @ e déplace ver a
roie de I droie ¢ de fgon continu, en méme temps que langle devient de
plus en plus peti de fagon continue,

Voyons i présent les choses 'un autre point de vue. Suivons e mécanisme qui
ferme progessivement Langle < voyons comment e point Q s déplace vers lin-
fini. La disance du point Q1 a droit rreste constance, égal & I disance séparant
les droies paalées La question clé st alors: que e pasera--illorsque Fangle que.
forment PQ t Ia doite  vaudra zéto ? La réponse st que e point Qsera devenu
n point & Vinfni ¢t pas wimporte lequel  clui 00 les deus droies converent
Jusaquic,cout allac bien, mais e saut & Vinini 2 éxé une fois encore traumatisant.
Linfini potenticl que nous avions 3 Tesprit st devenu un infini actuel, avee un
résula surprenant : I disnce du point Q I droit r st brusquemen devenue.
nalle

Ce processus n'est-il valide que dans un contexte purement mental, comme
Font postul les grands penscurs de Vinfini 2 Nous 'allons jamais voir ce mouve-
ment qui améne le point Q sur I droic 7 t rows supposons qu'a momen ol
nous « acwaliserons » ce mouvemen continu vers Vinfini, une nouvele stuation
appariira. La physique moderne nous donne un exemple dans lequel cette éa-
boraion menale devient réalié physique. Plnck, lorsqu'l étabii es bases de s
mécanique quantique, xposa un scénario qui schématiquement rescmblai beau-
coup & celui que nous venons de décrire Dans ke modél de a physique actelle,
nous savons qu'un électron s déplagant sur une orbite dénergi ”peut fire un
saut quantique pour paser surune orbite dénrgie . De plus, il ne le i pas de
maniére progressive : il pass simplement d'un éat & autre. Nous pourrions dire,
pour e le paralle ave notre excmple que 'électron accumule progresivrment
de Vénergic de maniére continue, de a méme figon que nous réduisions pro-
gressivement Vamplitude de Tangle a. A un moment donn — et cette expression
convient parfitemen -, Iélecton (notee poin Q) passe d'un miveau d'énergic
i Vautre Nous pourrions dite que Zénon avit rison, sans que ccla n'entraine

de contradicton. Il 'y a pas de mouvemen, tel qu'on Tentend habituellement,

0
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Chapitre 3

Rencontres a 'infini

Les premies & nous fire « voir » Tinfini représenté dans espace ne farent
i le philosophes i les géometres, mais bien les arcistes de I Renaisance.
Libérs des restrictions fotes qu'avic imposées i u cuvres arisiques
e setrouvant s conmaisances des mathémticens grecs, s owvrrent une
mouvele voie aux mathématiques, ot Finfin n'état plussigmais comme le
eprésentandu mal bl

La peinture tridimensionnelle

Lorsquon parle de Renissance, nous viennent 3 lesprit de nombreuses @uvres
dare dans le domaine de I sculprure mais auss de la peinture, de Parchitecture
ou encore d'éventuelles avancées de type technologique, mais ien ou trés peu

qui s e aux mathématiques. La tiche pépondérante de cete pérode 3 e
e écupérer ce qui se savai 4. Le Moyen Age vt ssé dans Foubl o sur
Nes éagénes ds bibliothéques de qulques couverts s ouvrages recsou aabes,
véritbles piirs des fondement de I ométre o d Ualbre,Ce ft précisé-
ment sl plan de I glomérri que les artes de a Rensissance séalsérent un
ravail énorme,en particlir e pintes, e s dans ce cade que le oncept
géométique de infinalit e présen.

i général, e arises de s Rensisance ont éxé obligés de développer dif-
oot types de conmaisances et de compésences,non senlement dans e domaine
de Tart, mais auss dans el des sciences. 1 éat iéquent que leurs cuvres
Soient financées par des mécénes ou des princes qui pounient leur demander
s bien des peintures que dessulprures, ds euvres musicales, des édifces o
desfrifictions pour défendre leurs propricés,ou méme des éxudes dicilcs
sur I tjectoie des projecils.

A aube de I Renaissnce, s arises avsent héieé dane peinure cssen-

ellement religieuse, marquée par des régls bien définies s appliquant tant aus.
couleurs quaux formes. Les personnages qui revéraient un carsctére de santeté
~la majorité — devaient apparaite sur des fonds dorés, symbolisant e domaine
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qui fasse passer Délectron d'une orbite 3 Iautre, mais i existe simplement deux
etats physiques distincts,ce qui, conceptucllement, donne cette nature scinante et
myséricuse, dans laguell cohabitent infini actuel ¢ linfini potentiel,en Iabsence
espace et de temps.
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et 1 meure parce ds couleurs s réféat i iérrchi exiante entze
ces personnages Leur disposiin et leur talle allsent s dans ce sens.

Mais e plus important st que toutes s représentations prenaient place dans
un cpace bidimensionnel sans équivoque : it des reprisentations plancs,
dans le plus pur syl de Pancienne Egypte, Céait indubizblement un chox
intentonnel, imposé par I symbolique en vigueas  des personnages s ne
pouvaiens ée représentés de fgon ralss, ce terme éant eniendu comme
ayan desconotations clirement terrsre.

L/ESPRIT DE LA RENAISSANCE

Lionard de Vi (1452-1519), embleme d géiedea Renaissance, &, dos son Tt
e peintre, une éflonur e concept decontiuite & un ande potéephcsophie,
o sement par Fidée qu'ly exprime mais por 13 quanie d dipines vy ft
Inteeri 1, e musicen 1 me dis que seles s scence de esprit n sot ps.
mécaniques,jo t eponea quea peinure vient de Feprt e ue, de a méme manire
Qe s géometre et la musiaue considvent esproporions des grandeurs continues et
Farbmetiaue,clsde grandeurs dscontinues, s peinure considre toutes s gandecrs
Continues e e caractéristiques des proportions, s ombres, i et s istances,
seonla perspectie. »

Ne plus étre soumis aux contraintes imposées par les institutions rel

gieuses faisai de Partste de la Renaissance un artst libre, t e prenier usage
qu'il it de ceute lberté fut d'essayer de représenter I éalicé de 11 maniére la
plus fidéle posible. Formulé en d'autres termes, il se plaga dans un contexte
tridimensionnel. Pour cela, il commenga par développer de nouvelles tech-
niques de dessin et de peinture qui permettraient 3 Iobservateur d'avoir une
sensation de profondeu spaciale au moyen des jeux d'ombres et de couleurs.
Les ombres, par exemple, indiquaient Ia posicion des objets alors que les cou-
leurs diminusient dintensité au fur ct 3 mesure qu'elles Sloignzient des
premiers plans.

Toutes ces techniques permettsient de créer une sensation spatile, mais le
plus important, lincontournable, était que le dessin original, Pesquiss, devait
suivre des régles géométriques précises. Il wétit done pas éonnant que ce
fit en peinture que les progrés mathématiques eussent é1é les plus apparents

s
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on définit une relation biunivoque entre un sous-ensemble des nombres
naturels et celui des places, chacune de celles-i portant un numéro.

D'une certaine maniére, on peut dire que compter et dénombrer sont
synonymes puisque compter les éléments d'un ensemble west rien de plus
quattribuer un nombre entier naturel 3 chacun des éléments de I'ensemble.

La démonstration du caractére dénombrable des nombres enties nous est
déji connue. Mais I'étape suivante abouti 3 un résulat veaiment surprenant
Tensemble Q des nombres
river, Cantor démontre qu'il y a autant de nombres rationnels que d'entiers

nels est également dénombrable. Pour y ar-

naturels, Pour défnir une correspondance enire naturels et raionnels, Cantor
4 recours 3 une méthode d'une simplicité telle qu'on se demande pourquol
personne ne I's imaginée auparavant, méme si cest quelque chose qui va
i Pencontre de Ia plus élémentaire des intuitions.

V12 J3-siss 151l 177

Cette méthode des diagonles, imaginée par Cantor, consiste 3 construire
un tableau avec les nombres rationnels,soit des fractions, de la manire sui-
vante :1a premire ligne comporte les fractions dont le numérateur est 1,12
suivante, clles dont le numérateur est 2, puis celles de numérateur 3, et ainsi
de suite. On supprime ensuite les fractions qui se répétent sur chague ligne.
Pac exemple, 2/2 est identique 3 1/1 ou 3/3 e 2/4 est identique 3 1/2, exc.
Une fois l tableau construit ains, on le parcourt de fagon ordonnée en com-
mengant par 1/1 et en suivant 'ordre indiqué par les fldches. Par ce procédé,
hous sommes certains que tous les rationnels seront atteints une fois et une
seule. La correspondance biunivoque entre naturels et rationnels est donc
définie de la maniére suivante
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un lément donné, ce qui et impossble dans un ensemble derse, puisque, I,
cete notion n'existe pa. En regardant e tableau précédent,nous voyons que 1/1,
par excanpl, st e premicr nombre et que e deuxiéme et 1/2. Pouran, nous
savons d'aprs Ia propriée de densie qu'il exise envr les deux une infnié de
nomres Nous savons, par exemple, que 1/4 est compris entre 1 et 1/2,e¢ dans
notee ordonnancement, il fgue 3 a sxiéme phce

‘Crest pourquoi, avee Cantor le concept de dénombrabiie st forcement
opposé 4 Ia contnuité. La queston suivante savéra inévitable : lorsque Ion
étend Pensemble des rationnels aux irrationncs, a-t-on toujours un ensemble
dénombrable ? CrestA-dice, peut-on afiemer que R est un ensermble dénom-
brable 7

La séponse st non. Cantor e démontta en employant une méthode simiaie
i celle de a digonale tlsée pour démontrer 1 dénombrbilc de Q,mais ben
plus complexe, En utlisant a démonstration par absurde, il montza que T'n-
tervlle (1) d tous les nombes éels comprs ene 0 et 1 'éaicpas dénom-
brable et donc que R ne éait pas non pus.Avec cette méthode, Cantor instaurs
un précédent qui allit avoie un e déterminant dans les mathématiques du
o sicle § sans chercher plus lin, ctte méthode fait parte de ce que Godel

sa pour démontrer son fameux théoréme.

Plus qu'infini

« Que tous te connaissnt, que perone e te comprenne,
o par cete s, e pes praina beaucon,
le beacoup infi, 1 Vinfii pls encore. »
Le héos. Baltasar Graciin (1601-1658)

Cantor savait déji que la droite séelle méuic pas dénombrable, ni aucun
de ses segments. 1l accomplit alors un pas de géant qui le conduisit face 3
Tinini.

Rappelons que 'ensemble des nombres récls s'obient en ajount aux
nombres rationnels les irrationnels comme 2 ou T, soit tout nombre qui
fi peut étre éerit comme quotient de deux nombres entier. C'est auss un

ensemble infini et dense. Pourtant, contrairement aux deux précédents, il n'est
pas dénombrable : on ne peut définir aucune correspondance biunivoque

entre lui et Ia suice des nombres nacurels 1,2,3,4,5.
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Le canctire le plus éronnant de ce résultat st que la correspondance
biunivoque est définie entre un ensemble discret de nombres, celui des entiers
naturels, et un ensemble dense,celui des rationnels. Voici o Vinfini commence
& réviler ses mystéres. Au débur, i est raisonnable, ou plutdt intuit, de penser
que seuls s ensembles discres vont étre dénombrables. La découverte a éxé
quun ensemble dense tel que Q est ausi dénombrable. Intuitvement, on

associe Tidée de dénombrer 4 celle de pouvoir touver I'élément « suivant »

‘ON PENSE PLUS QU'ON NE PARLE

Seona théorie des ensamiblesde Canto, Fensembledesmots e nous powons génrer,
Qv cesot oralement o par cr,est dénombrable. S Fon prend en compte aue e
sebie dessignes dont dispose un g est i Gettres, Sioes, tc), on peut oi 'l
génireun ensembledénombrabi. i en va difremment purfensembie d ncs perses.
Celura et dairment o dénombrale On peut pensr, par xemple,  Farserre des
cades un la i puissance du contin, £ extrapoan,ce e Fon et e peut
70 ordonnt et ce quon peut paser, non, o, e tous cas,pas e ftae. Nows devons.

| donc admettre quune parte de note penste peut e ordornte mals que son acte
mojeuts e domaine d chacs

abcdefghijklm
nopqrstuvwxyz

Lo etesdo aphabet constiuent un esembl e
et don, dénomvable.
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F éant un point queonque du segment 6,on le éuni pa un segment B,
poine dintrsection des doites ¢ d. Le pint G, o ce segment coupe I scg-
e b s e point recherché. ] et évident qu'ave ce procédé,on obtint un
point d segment b pour tout point d segment ¢ vice-ves. Ceci démontze
que e nombre de points de chague scgment e e méme.

A ce moment-l, Cantor exécute un sut périlewx. Ave un segment qucl-
congue prmi cssegments, il comsuit un carré

1 séussit alors & démontrer que e nomibre de points contenus dans e carré est
aussi un ensemble de cardinal ¢, cest

dire que ce nombre est e méme que celui
des points dun quelconque de ses coués, 1 it un pas de plus et, vec ce caré
comme base, constzuit un cube

0





index-103_1.jpg
Cantor se posa alors le probléme suivan : soit dés ensembles infinis de
méme cardinal, équipotents, ou, ce qui fevient au méme, ayant le méme
nombre déléments, comme les nacurels, les nombres paies ou les rationncls

Miais lorsque 'ensemble des récls apparait, nouvel ensemble
il semble pourtant avoir plus d
sa réfiexion, Cantor se risqua & se poser 1 question la plus révolutionnaire de

galement infi,

s que les trois autres. A ce niveau de

Phistoite des machématiques : les infinis sont-ils égax o existe-t-i des infinis
plus grands ou plus pecis s wns que s autees ? Comme point de dépare, i
disposait d'un infini, celui des nombres récls, 1l démontra alofs que 'ensemble
R des récls w'est s dénombrable, qu'il contient plus d'éléments que N, et qu'il

est plss grand que Vensemble des entiers naturels et que celui des rationnels,

1 décida dappeler contin le candinal de B, noté . Les mathématiques

du transfini

UN VISIONNAIRE DU IX' SIECLE

Thabit 1 Qui e 836501) fut i et
arabe prestieedu o s et onginaie de
Haran, oo g d Anatoe. 0 plus ' grand
o d texes de st théclogee et phis-
Phiaue. st Fauteur ' ouvtage mathémataue
consace esentlement 3 arihmatiue. Fasant
preure dune auac intelectulle nhabitulie &
Fépoque, iy expose Pbvenualé de Poxstence
e diferens ypes o i, 2 se0s i o
rste e s, es uns pousant e s rands
Qs s, Clest pouraunt onpeutfo conster
comme e précueus e Cantae

Cantorsayat déji que ¢ est e nomibre de ponts qui se trouvent sur 'importe
quel segment de droit. Cela signifi que deus segments ontJe méme nombre de-

‘points quelle que soit leur taille. Cela peut parsire surprenant, mais a démons-
eration cn est s smple ct it dalleurs 46 conne des Grecs
Po

segments a et b do

définir une application biunivoque entre chacun des poines de deu
i, il suffic de céunir les cxtrémités des deus segments

par dewx droites, e d, qui s couperont en un point £
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@un certain mystére. Pour la comprendse, il faut avoir quelques notions sur
Les nombres transcendants
Une équation de degré 3 coeffcients ationnels est une égalité telle que

G+ a4 ot Cx G=0 avec C,un ratio non mul.

Ele peut parsitre compliquée 3 quelqu'un qui nest pas habitué 3 ce type
expressions, mais elle ne Test pas du tout. Une équation dans ce contextc
est rien de plus qu'une égalité dont le membre de gauche est une somme de
termes od l'inconnue x est levée 3 une puissance quelconque et mulipliée par
un nombre appelé coefficient, et i droit, e nombre 0. Résoudre une équation
consise 3 trouver toutes ls valeurs de inconnue x qui satsfont cette égilic
Par exempl

~2=0

st une &quation ois s cocfficients sont 1 et -2, et dont Ja solution est x=2.
Un nombre tel que V2, par exemple, et a solution d'une équation du type

#-2=0.

Par définition, on dit d'un nombre  quil est algébrigue lorsqu'l estsolution
~ on dit ausi racine — d'une équation polynomiale 3 coefficients entirs.Voici
quelques explications éclairant cette définition, Une équation polynomiale n'est
autre qu'un polyndme égal 3 26, tel que

3¢+ 5

0013,5 et -1 sont les coefficiens, Lexpression suivante.

V3w =

est auss une Equation mais l premier coefficient st pas entie et elle ne peut
don éxre considéée comme une équation polynomiale au sens o nous I'svons
définic.

En revanche, dans 'équation suivante, 3 est un nomibre algébrique puisqu'
estsolution de

%3
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De nouveau, il monere que le nombre de points contenus dansle cube est .

 Je Ie voi, mais je e le crois pas », déclara Cantor dans une letre qu'il
éerivit A Dedekind en 1877, ui expliquant les résultats de ces correspondances
une & une entre figures de dimensions différentes. Ce que Cantor avat démon-
é allit en effe 3 Pencontre de I'incuition ec de la notion mathématique de.
1a dimension elle-mém

s infiniés de points des objets 3 une, deux ou tris
dimensions avaient toutes e méme cardinal ¢

1l faut avouer que ce résultat est plus que surprenant. On est en train d'af-
femer que dans un segment quelconque, ussi petit soit-

comme on se le re-
présente visuellement en rapprochant poce et index, il existe autant de points
que dans tout I'Univers connu. Au sein méme de l'infiniment peti se trouve
Vinfiniment grand.

En fat, les choses vont méme plus loin : ¢ est le cardinal de nimporte
‘quel hyperespace. En d'autres termes, pour les amateurs de science-fiction, dans
Téventualité de Pexistence d'espaces de dimension supérieure, quate, cing ou
plus, le nombre de points quiils contiendraient serst toujours ¢

Nombres transcendants

Nous avons v que les ensembles N (entiers naturels), Z (entier reltif) et @

(rationnels) ont le méme nombre d'éléments, ou encore, sont équipotents,
et que clest un nombre infini que Cantor symbolisa par X, L'ensemble
des nombres récls 'obtient en ajoutant les rationnels aux rationnels.
A ce sude nous devons nous interroger sur la nature des nombres irra-

tonnels. La séponse présente une curiosi

mathématique non dépourvue
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11 i que sou nombre raionnel st un nombre slgbrigue puisquil
s toujours ossible de wouve une équaton polynomile don ce nombre
1ot une soluon. Nous svons v précédemment que 33 e seluion de
équiton ' - 2-0 ;s done un nombre dlgébrigue

Lonu'un nombre et pas slgfbriqueon dic gu'l et remcenden erme
rouvt par Ele g sgnifie ue e caleul d ce ombe « anscende » dane
certaine manire s opéraons suells. Démortee s mombe e -
cendane peut vavérer un exrcce ad. Le mathémtiien fangas Jowh
Liouvill (1809-1882) démontrs exisence de mombres sanscendants
wrouvs e médhode pour e génére de s pariculice.Le premice 3 voi
Ihonncur de figure arcet courte le o L. e nombre de Liowill,dont
I définiion st n pe complese pour e domnée eI présnce comme

L =0,1100010000000000000000010000.

En 1873, le mathématicien rancais Charles Hermite (1822-1901), disciple
de Liouville, prouva que ¢,la base des logarithmes dont 1a valeur approchée
st 27182818284 5904523536 0287471352..., n'énait pas un nombre algé-
brique. Ce ne fut pas tiche faile et a preuve en est qu'Euler lui-méme n'y
éait pas arrivé.

L'un des nombres les plus céltbres de Phistoire des mathématiques est
7 (pi), qui représente 1a relation qui existe entre le diamtre et la circon-
ference d'un cercle. Démontrer la transcendance de ¢ coita tant d'efforts i
Hermite qu'l 'eut pas le courage de le fire pour T, comme il M'crivit &
Carl Wilhelm Borcharde (1817-1880) : « Je n'ose pas tenter de démontrer la
transcendance de . Que dautres essaient de l faire me rendrait e plus heu-
reux des hommes mais croyez-mos, cher ami, cela leur en coitera quelques
efforss.»

Ainsi,la démonstration de la ranscendance de 7% attendrait donc un peu
plus longeemps. C'est Lindemann qui y parvint en 1882, marguant ainsi Phis-
toire des mathématiques puisqu'il démontrsit en méme temps l'impossibiisé
de la quadrature du cercle.

On a démontré que ¢, T, &, 2%, sin(1), In2, In3/1n2 et quelques autres
nombres éaient transcendants, mais l reste actuellement des questions au su-
Jet de la wranscendance de nombres tels que ¢, 7%, ou . On sait par exemple.

o
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Introduction

Lécrivain frangais Alphonse Alss (1854-1905) disat, avec un certan sens de
Phumour : « Uinfini, c'est long, surtout vers I fin », e qui veut dire que notre
vision de V'infini et toujours empreinte d'une cerine prosimité. En d'autres
termes, nous ne pouvons le voir que « d'ici »,de Fendroit ot nous mous rou-
vons,limités par notre finitude. Quand nous regardons au loin, nous commen-
gons & nous perdre dans des considérations philosophiques,des élucubrations,des
conjectures qui nous conduisent finalement, dans le meilleur des cas, 3 adoprer
une position intellectuele, voire une simple atitude face au sujet. I st donc
pas étonnant que Vinfini ait &4, soit et continue d'ére un théme de réflexion
philosophique, relgieux et scientifique, tois grands domaines de la pensée hu-
maine qui n'ont pas toujours été aussi nettement délimités.

Pour beaucoup, a premitre chose que produit idée dinfini est une sensation
de vertige,
echapper. Et clst vr. Peut-dtre est-ce l un de ses plus grands intéréts, en tant

tre face & quelque chose qui, quoi que nous fasions, finira par nous

que source de créativité, évidemment, infinie. Uhistoire de infini en mathéma-
tiques est i intéressante et riche que 'on pare des « mathématiques de linfini »,
e qui signifie qu'un concept aussi évasifa pu se convertr en un objet mathéma-
tique, comme ont pu Iétre s nombres ou les figures géométriques.

Un objet mathématique cst,esentellement, un objet bien défini. Le mathé-
maticien peut e vu comme un chasseur : il explore des terres inconnues, il
guette il observe a proie, atcend, I vise jusqu'a ce qu'lle soit parfaitement en
ligne de mire, pus tire.

Vol Ihistoire de Tinfini en mathématiques. Plus de trois mille ans ont été
nécessires pour que cette proie soit enfin abateue, Elle 3 it son chemin entre
dogmes et paradoxes, s promenant dans les domaines de 1a philosophic grecque,
desspéculations religieuses et parmi s plus obscurs secret des sectes niiatiques,
Ele stst auss retrouvée parmi les objets de a géométrie et le labyrinthe des
nombres, terains plus propices A h chasse.

Nous pouvons suivre L trace de Linfni dans Iespric des plus grands penseurs
de toutes les cultures, quiils soient philosophes, théologiens, physiciens ou ma-
thématiciens, u coeur dune aventure non exempte de dangers. Certains paeront
cette aventure par I foie,dutres oucront itéralement leur vie et finiront jugés
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1l est évident que nous pouvons définir une applcation biunivoque entre

les deux ensembles en faisant correspondre & chague entier natuel n ce méme
‘nombre multplié par 2.

w2n

Ainsi

12
204
36

Pour chague entier naturel il existe donc un nombre pair et réciprogue-
ment, pour tout nombre pair, il exise un entier naturel. Cela nous indique
que le cardinal des deux ensembles est le méme. Déclarer qu's il exise au-
tant de nombres naturels que de nombres pairs » n'est pas un paradone, bien

qu'intuitivement apparaisse une contradiction. C'est i une autre définition

possible d'un ensemble infin : un ensemble est infini 1 existe une relation
biunivoque entre cet ensemble ct Iune de ses parties, Pun de ses sous-en-
sembles propres.

Dans ces conditions,Ie paradoe posé par Galilée (voie le chapitre 3) n'en
estplus un,sinon la constatation que Pensemble des entiers naturels est infini.

On peut montrer par un raisonnement analogue que 'ensemble des en-
ers naturels N et celui des entiers relatis Z ont le méme cardinal I suffic
pour cela de définir une relation biunivoque entre les dewx qui asocie 3
tous les nombres positf, les nombres pairs et 3 tous les nombres négatis,
les nombres impairs. Ainsi on démontre qu'ily a autant de nombres entiers
relaif que d'entiers naturels.

Ensembles dénombrables

Par ce procédé, Cantor avait défini un nouveau concept trés important, celui
de dénombrabilité d'un ensemble. Par définition, on dit qu'un ensemble A
est dénombrable si 'on peut définic une application bijective entre A ct
un sous-ensemble de N. Au fond, c'est une idée toute simple que nous
wilsons quotidiennement. Quand on parle de places de cinéma numérotées,
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UNE MORT TRAGIQUE

En plus d I mrt d son i, un des ncdents qui marqua e pus I vie personnele
e Cantor ot Ia mort e son et fére Ludwin Sen au'ls aussnt €6 s proches
fecvement et il usent it nseriles preriresanntes decolge, s et e
iferent sur b lan ds s sclae.Luwin it asun b e et décdadese
Consace uxafftes a moment ol Georg entat 3 Funversi. £ 1863, Ludwinéigra
 EatsUns, e Fon dspose de pe e données bioyaphies ekt  cete Epogue. Lo
Salechas que Fon sche, Cest u'l mourt en 1870 dans n sl lénés dars eque 1
ettt pou une gravedéprssion On a beaucoup spécul sl ff e cot xénement
prowt Feventuai dune malodie el de type hreitare drs  farmile

Les théories de Cantor sur Tinfini sont considérées comme I'une des contri-
butions les plus révolutionnaires fates en marhématiques au cours de ccs vingt-
cing derniers sidcles. Bien des historiens des sciences considérent sa théoric des
ensembles comme 'une des cruves les plus brillantes de I pensée humaine.

I 'y aursit pas grand incérée de savoie i Ia flie de Cantor éait endogéne
ou s elle éait due aux circonstances. I et probable que, comme dans I plupart
des cas de folie, les deux acteurs aient joué. Quoi quil en soit, Cantor vécut
Tintense solitude de ceux qui voient briler une lumide dans Iobscurité. Dans
Tun de ses écrits & caractére philosophique et datant de 1883, on peut lire un
passage considéré comme un hymae 3 Ia liberté mais qui peut aussi ére inter-
prété comme un dur réquisitoire contre une sociéé éxoullse par ses propres

dogmes :

« La mathématique est complécement libre dans son évolution, I seule
contrainte étant que ses concepts ne soient pas contradictoires et quils
soient i aux concepts déji existants par des défi
de I mathématique est sa ibert

jons précses.Lessence

Cantor préfenit Vexpression « mathématique libre » 3 celle, plus générale,
de « mathématique pure ».

1 mourat dans Ia solitude dun asle d'sliénés mais ne tomba jamais dans
Foubli, Cest Hilbert qui écrivi probablement sa meilleure épitaphe :« Personne.
e pourra maintenant nous chasser du paradis des pensées de Cantor.»

m
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e important biliothéque dzuvres dsureurs anghas des XVt et it sidles,
ans el i investit une parie de s ortune. 1| consaca églement plsieurs
années 12 philosophie et i quelques éerie & e sujt. I e concentra sur des
thimes mécaphysiques, xenticlement ceux en relstion ave linfini actuel o
quiy sient réerence

Le 16 décembre 1699, aureour de Lepaig o il avait donn une conféence
sur Francs Bacon, i pprit que son fils Rucol e o, avai iz ans t
s santé it fagile Rodol éit prsuads 'l vt po jusqu'lors vincre
maldic grice & Méude du violon, pour equel i état prcculiérement dov,
comme a plupare des membres de a famille de Cantor dsillers A cete occa-
sion, Cantor it une déclrtion sprenante par aqucle i se epentae dsvoir
sbandonné s musique pour les mathématiques,une « idée érange » qui Ivait
détouné de s véiabl vocaton.

La folie

On 2 beaucoup dit et écrit au sujet de I maladie mentle qui afecta Cantor les
dernitres années de sa vie. La dificulté d'éablir un diagnostic vient en parti de
Tabsence de dosser clinique  époque. Tout porte & crore qu'i souffai de ce-
quon appelleait maintenant un trouble affecifbipolaire, une maladie endogéne
caractérisée par une alternance entre des états de grande exaltation et de dépres-
sion,sans qu'aucune cause externe ne vienne expliquer les cries. C'est I'une des
rasons pour lesquelles Ia version ateribuant Ia fole de Cantor aux attaques de
ses collogues contre ses théories, particuliérement celles de Kronecker, semble
exagérée.

En tous cas, durant les vings dernidres années de 52 vie, Cantor fit plusieurs
séjours successfs en asiles psychiatriques, ol i se rendsit d'silleurs de son plein
. Cela ne Iempécha pas de poussuivre son travai et ses publications entre
deux internemens, le dernier s'éant produit en mai 1917, LAllemagne était en
erain de perdre Ia guerre et la qualité de vie se détériorst grandement. Les asiles
psychiatriques comme ceux de Halle virent lears conditions déji précaires se
dégrader. Ce dernier internement futle seul réalisé contre Iz volonté de Cantor

et,dans les letres quiil crivit alors 3 ses amis et ses parens, il se plaignait du
froid,deIasolitude et du manque de nourriture Bien qu'a ce moment, es théo-
ries ient éxé largement reconnucs par la communsuté scientifique, il mourut
Le 6 janvier 1918 dans des conditions que 'on peut qualifier de déplorable.
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1 physique nucléaire découvit des particules 3 lintérieur méme du noyau. Il
s
5 métres, Jusque-1, nous pouvions parler

agitici de dimensions de moins de 1
de grandeurs extrémement pedtes mas pas infiniment peties. Pourtant,'une des
théories de I physique qui 2 le miew résisté aux tests expérimentaux, électro-
dynamique quantique, parle de partcules élémentairs, el que les Electrons etles
quarks, et de leurs interactions ponctuelles, Mathématiquement, cela signific que
Vo traite ces particules comume des points d'une droite ou des nombres récks,
avec tout ce que cela sous-entend.

Un jour peut-étr, Ia science finira par démontrer quil 'y a jamais eu de
différence marquée entr infini actuel et infini potentiel et que ce conflt 'éuit
cien de plus qu'une vue de Lesprit
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ENSEMBLES ET NAZISME

L3 communaute des mathématidens décda d renre hommage au aval de Cantor et
orgaisa 3 et effet une célébration,  Foccasin d son 70+ annverale, Mas s alas de
1a Prmibe Guerre mondale empcharnt mahecreusement cet énement demvergure
Intemationsl d seréaer. Mg 0u,un groupe de mathématidens e réut che et
oot un st en s s e acuelement  enteedeFunversiedeHale, Ce
ust fut e  oque nae,carlthoredes ensemes ot slorsconsdrée comme
appartenant aux mathématiauesjuves

Linfini du xx1° siécle

Jusqu's Pspparition de 1a physique moderne, infini n'existait que dans les mi-
liews de Is théologie et de Ia philosophic. En mathématiques, il n'apparsissit,
jusqu's un cerain point, que d'une manidre naturele : comme Paurait déclaré
Kronecker, il tat « donné », puisque les entiers naturels formaicnt une suite qui
se prolongeait  'infini. En géométrie, ave le concept de droite infinie, on se
oyait bligé de tenir compte des polémiques au sujet de I'infini ccuel et de lin-
fini poteniel. Maisce fu Panalyse infiniésimale, le caloulus, qui P'acueilicjusqu's
Tadopter. Hilbers disic -« D'une ceraine manidre, Panalyse mathématique n'est
autre qu'une symphonie de I'infi.»

Miais les progrés faits en physique et en asconomie ont intégeé Vinfini dans
1 séalité qui nows entoure.Jusgu'au début du XX sikcle,les astonomes nous dé-
crivaient un univers of s trouvaient le Soleil et ses planétes et éoiles lointaines.

Peu de emps aprs, ce systéme solsire se trouvait immergé dans une galaxic avec
ses millions de syscémes solaire. Lespace savéra suffisamment grand pout pou-
voir y loger quelques millers de millons de galsxics supplémentaires. Pourquoi
Sarrdter 1 ? Qui mous dit qu'il n'apparsitra pas de nouveles structures de taille
encore supéricure qui nous oblige 3 envisager un univers encore plos vaste 2
Lunivers es-i infini ? Nous n'avons toujours pas I réponse 4 cette question et
peut-étre ne I'aurons-nous jamsis

Drautre part, en pénéczant de plas en plus profondément dans les structures
subatomiques, infiniment petit it soudsinement son nteée dans le domaine de
1 physique. Latome en tant que tel 'étit plus ' indivisible » qu'l st pour les
Grecs et il st devenu un petitsystéme planétsire, Les choses n'en resérent pas
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Lirrationalité de ~2

La premitre démonstration connue de lirrationalié de la racine carrée de 2 e,
selon une légende populaire, atcibuse 4 un philosophe présocratique de 'école
pythagoricienne, Hippase de Métaponte (né vers 500 av. .-C). Non seulement il
démontra ainsison talent de mathématicien mais ausi son courage i triter d'un
théme tabou dans son environnement culturel Rappelons gue I légende raconte
que ceux qui ossient mentionner seulement Fexistence de nombres irrationnels
encouraient a peine de mort de I main des Pythagoriciens.

Comme la plupare des démonstratins de ce type, y compris celles que 'on
twouve dans certains textes apocryphes des Eléments d'Euclide, celle d'Hippase
weilisit le risonnement par Iabsurde. Elle s‘énonce comme suit, en termes.
actucls

$i /2 est un nombre rationnel, il peut exprimer comme quotient de deux
entierssous a forme

V2=
q

Comme c'est une fraction irréductibl, Cest-i-dice que son numérateut et son

dénominateur n'ont pas de fcteurs communs, en 'élevant au careé, on obtient

P2

Cela signifie que p? est un rombre pair et don p Fest aussi. Donc p peut
Sexprimer comme muldple de 2,soit p=2n, doi

2= = @t

En simplifiant, o obtient
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on fit généralement réference & Vinfin temporel, plus coursmment appelé érer-
it lorsque Fon parl de chitiments perpétucls. Le purgioire pouvai étre long

s pas éxernel. Uenfer, en revanche, durait un temps infini. Pour donner une

dée de ce que cela signifiat, on fisit allusion 3 des travaux titanesques  par

exemple, ramaser les grains de sble d'une ply
Tes centsécles. L'un des scénarios les plus o

pour llustrer ce que pouvai étre
Pérernité estle suivant : imaginons que I Teere soit une boule dacier compacte
e quune fois tous les dix millions d'années, une colombe caresse doucement sa
surface, Lorsque 1 sphée sera réduite par Tusure & un point minuscule,c'est que

Péternité sera passée, ou plus exactement, « une » érernicé. Ces exemples écient

donnés ax enfants pour qu'il e fssent une idée, malheoreusement toujous

vision » de Finini date de Ienfance, lorsque je me suis re-

trouvé pour I premire fois entre les deus miroirs paralliles d'un ascenseor.

Bustrationde Gustove Doréde Il s promire prte e Onine Coméce
de Do Alghi Aleren nfer egresnte e soffance éemale
nchitimen i
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Ensembles de nombres

Défnir les diffézents ensembles de nombres est complexe et requiert des
connaissances mathématiques qui dépassent le contexte de cet ouvrage. Il existe
autres manitres de comprendre ce quiils sont, moins rigoureuses <t plus
intuiives, basées sur les applications pratiques de résolution d'équations. Le
point de départ et ce que T'on appele s entiers navures. Uensemble des entiers
naturels 0,1,2,3...,noté N, sécrit de Ia fagon suivante

N=(0,1,2,3,4,5,6,7.

Certins mathémariciens n'incluent pas 0 dans Vensemble des naturels,ce qui
estjustifable par le i que ce nombre résulte &'une vste et profonde réflexion
mathématique, qui d'alleurs 'a rien de « naturclle »

On peat résoudre dans Iensemble des naturels des éguations du type

o

Mais Péquation x +
sont pas dans N. Lorsqu'on sjoute 3 N les entiers négatif et 0, on obtient
Fensemble Z.

En procédant de la méme fagon, on peut introduire tous les autees ensembles

a pas de solution puisque les entiers négatif ne

de nombres. Par exemple, une équation du type
2x+3=0

qui 3 pour solution x=-3/2, nécessite dintroduire Iensemble des rationnels Q.

Pour I'equation suivante, il est nécessaire d'introduire les irrationnels
*-2=0.
Lanion des irrationncls et des rationnels donne naissance 3 Iensemble des
el R,
Enfin, Iéquation suivante n'a pas de solution réelle
#e2=0.
En effr, il mexiste aucun réel qui soit a racine carrée d'un nombre négatf.
Létape suivante e finale qui permetde résoudre ce type d'équations et dintroduire
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Crestidire que ¢ est un nombre pair et done q Vet ausi, On arcive ainsi 3 11
conclusion que p et g sont des nombres pairs, et donc que le mumérateur et le dé-
nominateu de a faction p/g ont des facteurs communs, ce qui contredit 'hypo-
thise de départ. Cela veut dire que v2 ne peut étre le quotent de deux enties,

Les premidres approximations de 2 n'avaient que quatre ou cing décimales.
Une bonne approximation, comptant 65 décimles,est s suivante 414213
5623730950488016887242096980785696718753769480731766797379.

Les méthodes informatiques modernes permettent dabeni des spproxima-

tions de plusieurs millions de décimales
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par Kronecker. et pourquoi les reations entre Cantor ec De-

dekind sinterrompirent et il ne 'écrivirent plus pendant dix-sept ans. Ce n'est
qu'en 1899 qu'ls reprirent leurs échanges 3 linidiative de Cantor

Mittag-Leffler

Au moment méme ob les relations

entre Cantor et Dedekind éuient sur le

point de sarréter apparut un personniage
qui accindrait une cerine. notoriété
dans le mileu scientifique et soutiendrit
Cantor dans I des momens les plus

Leffer (1846-
1927). Ce mathématicien d'origine sué-

diffciles : Gosa Mt

doise est plus connu pour ses cfforss de
diffusion des ovuvres des grands mathé-
maticiens que pour ses propres contribu-

tions. Son mariage avec une riche héri-

tibre L permit de consacrer son temps,
ses efforts et son argent 1 CrEION, €0 prorraphic de Gsta Mitag el
1882, d'une nowvele revae, Aca Mathe e en 1976

maric, qui allai acquéris un certin pres-

tige dans Ia communauté inernationale. Cantor et lui Sentendirent bien trés
fapidement et Mittsg-Leffler accepta de traduire la nsjeure parcie des artcles
que Cantor lui propossit. Un groupe de marhématiciens diri
Her

lui

s par Charles

nitese chargeait e la raduccion en frangais ou de la electure, mais Cantor
néme révisat les versions finals, Comme nous Iavons mentionné au cha-

pitre 5, c'est i Charles Hermice que l'on doit la démonstration de I ranscen-
dance de e Les publications dans les Act allaent s'avérer un soutien tés impor-

tant I nowele théorie des nombres transfinis, mais un incident limentable 3

propos de I publication des Princpes d'une hiorie ds types d'ondre viendraie saper
ce soutien, Cantor avit beaucoup baailé pour démontrer hypothise du conti-
u sans arriver pour autant 3 un sésultat acceptable. Dans s publicarion qui pro-
voqua incident se trouvaient définies des bass solides que Cancor considénait

i Ia théoric des cnsembles qui faclitersit a d

Mitag-Lefle repoussa s publication de cet article pendant plus d'un an,arguant

i
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aux constructions clasiques qui figurent dans les textes actuels. Adopeant un
schéma ensemblise le travail de Cantor étit proche de la pensée de Dedekind,
particuliérement dans la maniére plus philosophique que mathématique qu'ils

avaient tous les deux dsborder le théme important de 1s continuité de I'es-

pace. Tant Cancor que Dedekind affiemaient qu'il éuie absolumen impossible
de démontrer ceue continuité, Ce que 'on pouait espérer de mieux éuic de
Tadopter comme postulat.

En 1872, lors de vacances en Suise, Cantor fit la connaisance de Dede-
Kind, F'un des seuls mathématiciens de I'époque, pou ne pas dire e seul, avee
lequel il communiqu
et d'un respect mutucls, On peut suvre Févolution de I théoric des ensembles
en Tisant les lewres de Cantor et Dedekind sur a période 1874-1884. 1l est
corieux d'silleurs que, dans la majeure partie de sesletresles plus importantes,
Dedekind mentionne 3 peine le terme d'ensemble. Dedekind considéraic en

essenticllement par letures et sur I base d'une confiance

effee que Ia voie ouverte par Cantor dans ce domaine éait sire. Dedekind
mettsit surtout Isccent sur la notion d'application.

En 1881, une chaire de mathématiques se libéra 3 universié de Halle ec
Cantor recommanda Dedekind. Il e fit avec beaucoup d'enthousizsme comme
en cémoigne une lecre quiil écrivit au miniscre, fisane Véloge des compé-

tences de son ami pou ce poste. Mais, malgé Pinsistance de Cantor, Dedekind.
finit par refuser cecee place. Dedekind en effet ne montrait aucune ambition
Vis-i-vis du milieu académique. Il continua 3 donner des cours au Collegium

Carolinum pendant trente ans, comme Iavaient fai avant lu son pé
grand-pére. Pire encore, le minisiére finc par donner Ia place 3 une personne
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que non seulement le théoréme du continu n'éait pas démontré, mais qu'en
plus, il alsit se mettre 4 dos toute s communauté scientifique en udliant les
nombres transfinis sous une forme qui 'avait pas encore éé admise parmi les
mathématiciens et enfin, que I'areicle présentaic également des concepts phi-
losophiques étrangers au raisonnement mathématique. Cantor percut ce refus
comme une « véritable castrophe », selon scs propres termes, tant pour lui
que pour les mathématiques. L3 encore, il resentit la présence de la « main
noite », nom qu'il avit donné au groupe de mathématiciens de Berlin réticents
ses théories, i se trouvaient 3 ce moment Kummer, Weierstras et Kronecker.
‘Comme nous 'avons déja raconté, ce fu avee ce dernier que Cantor eut une des.

querelles s plus dpres de Phistoire des mathématiques.

Cantor excentrique

En mars 1874, lors d'un des fréquents voyages que Cantor fisait 3 Berlin, il it
I connaisance de Vally Guttman, une amie de s seeur Sophie. En 3ot de 12
méme année, il se maria avec ele Vally étit une jeune femme pasionnée de
musique que Cantor traita toujours avee I plus grande tendresse. Connaissant
bien ses propres aibleses il Pinforma avant de conclure le mariage qu'elle « de-
it s'habivuer au fit que, sans raison apparente, il pouvait sembler vaincu par
e poids de Ia v ». En tous cas, on peut dire que ce fut un mariage heureux. Il
curent quatre fils et deux file. Cantor, qui avai regu un héritage lui Gtnt toute
préoccupation financire, décida de construire une maison 3 Halle. Cela fisat
longtemps quil 'éuit résigné 3 rester dans Luniversicé de cete petite ville et
abandonna Iidée de lutcer pour occuper un poste académique 3 Puniversité de.
Berlin.

En 1895, Cantor étaic fatigué par ses tentatives infructucuses pou démon-
trer Phypothise du continu et profondément dégu ct frusteé d'avoir &t pra-
tiquement mis de cité par la communauté mathématique. Commenga alors
une période oi il it paser les recherches mathématiques au second plan. En
1889, il 'obstina 3 ticher de démontrer que les cruves de Shakespeare (1564-

1616) avaient en réalité

cries par Francis Bacon (1561-1626), policien et
philosophe anglais controversé, qui avait essayé de mener 4 bien une réforme
scientifigue importante. 1l en arriva méme 3 doner un cours & Puniversité
de Halle, en 1898, sur « L vie et leuvre de Francis Bacon », ce qui lui valut

détre expulsé s méme année de l Société shakespearienne. Cantot e constitua

vzs
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i de décomposer une fonction cn une somme de fonetions tri-
s sious et cosinus et un avantage énorme, puisquiil agit de fonc-
tions s pratiques 3 uiier, fclement représentables ct dont les dérivées et
les imégrales sont simples, Fourier démontra que toue fonction périodique fi,
soumise 3 cerines conditions, pouvait Sexprimer comme une somme infinie
de fonctions trigonométriques sinus e cosinus. Malgeé tout, e développement
de Fourier soulevait deux questions importantes et compliquées i résoudre, car
ellesaffecuient les fonderner
sont toujours fondamentales en mathématiques, concernent ce qu'on appele les
théorémes d'existence ct d'unicié. Ce sont s suivantes : d'sbord, dans quelles
conditions peut-on assurer qu'il existe une séric qui converge récllement vers s

mémes de Vanalyse, Ces questions, qui ont été et

fonction en question ? Ensuie, dans l cas o cette série exist, peat-on assurer
que ses coefficients sont uniques ?

En 1870, Cantor énonga un théoréme qui fournissi un critére de comvergence
rune série de Fourie et Fannée suivante, un deusiéme théoréme, polongeant le
premicr, reltf 3 unicic de cete série. I estat néanmoins un probléme diffcle

e e théoréme n'écic pas général. 1 comporait des exceprions et il
exisait des points pour lesquels il ne sappliquit pas. Ce et pas seulement
quelques poins, mais bien des cnsembles regroupant des infiniés de.points,
distribués de maniére discontinue parmi ceus qui s fisient au théoréme. Cantor

s Saptste osgh Fourir
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Le paradis de Cantor

Certains pensent qu'en mathématiques,ly a un avant et un aprés Cantor, méme.
s Cest contestable. Ce que on peut affirmer en tous cas, et sans équivoque, c'st
quiily 2 un infini avant Cantor et un infini aprés.

Les séries de Fourier

Jean-Bapiste Joseph Fourier (1768-1830) fut un mathématicien visionnaire, un
e ces pionniers qui saventurdrent dans le domaine du nouveau paradigme de
Tanalyse mathématique, en construisant une des théories les plus fructueuses de
Phisoire des mathématiues. Son ouvrage Thiorieanalytigue de a chalew,concer-
nant la propagation de la chaleur,est probablement le plus important de tous

e quiil a publids non seulement pour sa valeur scientifique remarquable, mais
aussi parce qu'il st considéré comme le premier traval de physique mathéma-
tigue de Phiscoire.

Les développements en série dune fonction permettent dexprimer une
fonction quelcongue sous forme d'une somme infinie d'autres fonctions. Lin-
it est que les foncrions apparassant dans la somme sont plus faciles 3 mani-
puler que la fonction originale. Les séries de Fourier ne sont pas les premiers
développements de fonctions  étre utlsés. On employait d&j fréquemment le
développement en série de puisances de Taylor.

Les séries de Taylor pouvaient proveni de fonctions plus générales mais
elles présentaient linconvénient déure trop locales :une fois conmu le compor-
tement de I séri sur un domaine restreint,on ne pouvait pas dire grand-chose.
de son comportement sur tout autre domaine dissocié. C'est pourquoi Fou-
i éudia la représentation d'une fonction comme superposition de fonctions
plus simples, en général sinusoidales, inaugurant ainsi une nouvelle discipline
‘mathématique connue sous le nom d'analyse harmonigue. Les ondes selon les-
quelles se décompose la fonction sont appelées harmonigues, dots e nom de
ce type danlyse.
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1 xite cerinspropies que e nsembles d nombres dfvet e
pout formes un syéme cohéret, v, auement i, pout 'l sofe veiment
s s comporten comme o I soubiite dans s péraions

mentaires.
La premiére propriéeé asnre qu'ils forment un systéme fermé pour la somme,
1 soustraction, s muliplication ct la division, cest--ie, par exemple, que la
somme de deu entiers et encore un entier. La deuxiéme propriété se réfere 3
Tordre et sipule que, quels que soient deux nombres, on peut dire qu'ils sont
eguux ou alors que Pun est supérieur 3 'sutre, La toisiéme propridté, relave 3
Ia densité, est un peu plus compliguée et certains ensembles de nombres ne la
satisont pas. Elle sipule qu'entre deux nombres quelconques, il existe toujours
an autre nombre. Nous avons vu que cette propriété m'est satisfite ni par les
entiers naturel ni par les enters relati. Entre 5 et 6, par exemple, il niexise au-
cun nombre entier. Les nombres rationnels, en revanche,saisfont I propriété de.
densi. Cantor savit que le nowvel ensemble de nombresirrationnels, qu'l allit
définic  parti des suites fondamentales, devai saisfare ces propridtés. Pourtan,
il arriva pas 3 démontrer ces propriétés en toute rigueur. I éai conscient que.
les nombres qu'il st en train de défnir érient une extension des rationnels et
il supposit logiquement, que les propriétés de ces derniers allsient se transmettre
maturellement aux irrationnels. Surgic alors un obstacle supplémentire : difi-
rentes suits fondamentales pousaient fire apparatre un méme irrationnel. Ces
problémes furens, entre autres,résolus plus ard grice aux concepts de relation
déquivilence et despace quotient,ce qui et devenu avjourd'hui Pune des ma-
nidres de définir ces ensembles de nombres.

Observons  prisent comment Cantor utlissit sans hésterle concept d'infini
i, i plus
i moins, que la imite d'une suite infinie de nombres. Dans ses premiers travaux,

actuel pour définir une grandeu aussi concréte qu'un nombre qui

il employa méme pas e terme de limite. Pie encore,l ne parla pas de nombres.
s de grandeurs numériques. Cantor sentait bien quil pouaic se perdre et
que, pour aborder le théme de infni et de s continuité, l alac devoir s¢ munie
@ oudls logiques et mathématiques qui n'exisaient pas encore | wavat done pas
dautre choix que de les créer.
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étai heureé aux nombres irrationnels et cel ui posa un probléme quialli bien
su-deli ds développements en séic e, dune cerine maniére, au~deli méme
du concept dinfinitude, tout en Iu resane aroitement lé, Cantor commena 3
Sataquer séricusement i I rlation qui exisait entre le continu et le discret dans
Tensemble des nombres rées, D'un cot, il avat une droie sur laguele slon
des considérations purement géomitrique,es poinsse disribusien: e maniére
continue, alors que, dun aute coté, Narithmétique démontrit une disibution
discrite. Quelque chos e foncionnai pas e ce 'éait i pls i moins que I
définiton méme du nombre el e pls précisément,celle du nombr irtionncl
(oir en annexe I partic « Ensembls de nombres o).

Suites fondamentales

Cantor développa st théorie des nombres récs en deux éapes. En 1872, dins
e it incwlé « Extenson dun théoréme de ls théorie des séries wigono-
mésrigues v il pos I probléme de Fexence des nombre iratonnels d'une
maniére un peu technique maissans pourantaerive 3 un développement théo-
rique complet. Ce ne serit que beaucoup plu tad, dans Nouvrage Fondenents
e thorie gl des xsembls (Grundigen), pic en 1883, que I concepe de
nombre éel rouserait un développemen mathématique cohéren, isultat, aux
ies de Cantor lui-méme, d'une profonde réflexion philosophiaque sur le sns
des concepts dinfini et de continuit. Conmaissnt les travaux de Cauchy et
Weierstras, il savait que Iensemble des nombres rationnels (Q) comportit des
suies infinis de nombres qui 'accumulient, mais ne convergesient pas vers un
mombre raconnel. I 'agisai de ces suies Qu'avait déinies Cauchy of exisaent
s accumulations ' éléments autour de nombres non rtionnels Nous avons déji

tencoret din I chapis 2 un i i g comvege e 2 Tk e
un el Nows vons Eglement vo u'ane <o ie de e its o
que e émeas deviennt it prches. Cntoe b bap il
S Actsllmnt,on 15 ppele s d Caucy, s du v
e o om orgi t comerv.

Canor et Tintion que 1o sles fondamenle,qui ne ssecumubient
o ver an ronne,Gevalen comerger wrs des nombes lrdonnds e st
pourouo il adopt c e comme défniion do nombre ronnel. oue
eprndreFsnloge i dns e chpie précident, Catosoberr qu'ly i
ecumulaion de voiures s e suoroues <t 6t e s e it 3 cae
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véritable... Pour éviter tous les problames e les diffcultés qui

de 'envie et de la médisance @'ennemis visibles ou cachés, surgiront
inévitablement dans 12 recherche du suceds dans @ spéciali
o ton affaie, et pour les vaincre, il te faudra avant toute chose acquérit
le plus possible de connaissances et de compétences techniques
Je finirai avee ceci :ton pére et méme tes parents et tous les membres de
 famill,tant en Allemagne qu'en Russie ou au Danemark, ont les yeux.
civés sur tof, I fls siné, et ils souhaitent que tw arrives 3 étre une éuoile
quibrillera 3 Phorizon de I science. Que Dieu te donne I force, I santé,
un carsctire accompli et sa meilleure bénédiction. Bt toi, suis toujours
leurs taces. Amen 1+

Cette letre éuit quelque peu prémonitoire lorsqu’on connait I vie profes-
sionnelle mouvementée de Cantor. Son pére devait ére un homme inteligent
qui eut lintuition, non seulement de la forte vocation de son 6l pour les ma-
thématiques, mais aussi de son esprit inquict et créati, et il déseat le préparer 3
ce quiil pourrait vivre. La preuve en est que la méme année,l Pautorisa 3 com-
‘mencer des études de mathématiques. En remerciement, Cantor lui répondit

« Mon cher pre, vous poutrez vous rendre compte de l'immense plaisic
que m'a apporté votre lettre. Elle détermine mon avenir... Je suis
heureux avjourd'hui que vous ne soyez pas fiché que je suive mes
préfirences. Jespie, mon cher pére, que vous aurez plisic en ma
conduite de votre vivant, mon me et tout mon e tan invests dans
ma vocation. Ce qu'un homme souhaite et que sa volonté le pousse
3 fire, il e réusina.

Ces mors, qui ressemblent plus 3 ceus d'un jeune homme que sa famille
autorise i se faire préte,expriment bien I profonde reconnaissance qu'éprouve
‘Cantor d'avoir regu I'sutorisation paternelle de commencer ses études de ma-
thématiques. Certains biographes saccordent 4 dire que 'obéisance incondi-
tionnelle de Cantor 4 son pére a été I'une des causes principales de a grande
insécurié professionnelle qu'l montra dans s milieux universicires.

Il commenga en 1862 des études de mathématiques, philosophie et phy-
sique & Puniversité de Zurich pendant une période relativement cource ct,
suite & I mort de son pére en juin 1863, partic pour Puniversité de Berlin.

o
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Cantor défini alors une équivalence entre cnsembles de I figon suivante
« Deux ensembles ont le méme cardinl s I'on peut établir une relaion biective
entre eux.» On dit alors que Les ensembles ont le méme cardinal ou qu'ils sont
Gquipotents, ce qui revient  dire qu'ils ont e méme nombre d'éléments

Selon ce qui précade, i nous avons un ensemble queiconque, une boite de
erayons de couleurs par exemple, que nous appellerons A, et que nous pouvons
éuabli une correspondance bijective entre cet ensemble et N= {1,2,3,4,5,6),
nous dirons que A et N ont le méme cardinal

Card (4)= Card (N)

On pournit penser quon et en train de se compliquer Ia vie avec quelgue
chose qui semble évident, mais les apparences sont rompeuses : e nouvel outil
logique permet dobserver ce qu'et un ensemble infii.

Pour e faire, nous définirons d'abord ce qu'est un ensemble fini, On dit d'un
ensemble A non vide — qui condent au moins un élément ~ qu'il est ini, 51l
existe un nombre n tel que A aitle méme cardinal que {1,2,3, .., ). Le nombre
estalors précisément le nombre d'éléments que contient Iensermble A. Sinon, A
st ditinfni, Par conséquent, 1l existe un sous-ensemmble B de A qui aitle méme.
cardinal que A alors A estinfn

Cette dernidre définiion requierc une explication détaillée ca il /agit bien

1 du carur de la question. Tout
propre ? Lidée est s simple soit un ensemble A quelconque,par exemple (4,
&), un sous-ensemble propee st tout autre ensemble que nous pouvons former

fabord, qu'entendons-nous par sous-ensemble

avec les éléments de A, sans les wiliser tous, Cest-i-dire qu'il doit au moins en
‘manquer un.Voici des sous-ensembles propres de 4

(@), (b}, (b4, facd), (d), (hod).

Draprés ce qui 2 éxé exposé précédemment il semble logique qu'on ne puisse
pas établic de correspondance biunivoque entre un ensemble et I'un de ses sous-
ensembles propres. Ceci pour une raison toute simple : s n'ont pas le méme
‘mombre déléments puisque le sous-ensemble propre en compte tojours moins
que Pensemble lui-méme.

Nous allons voir un cas o cela est possble. Soit N, lenserble des entiers
naturels et P, un sous-ensemble propre formé de tous les nombres pirs.

101
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Biblothéquede et de Hall Cantor dos des cours dans ceteunerse
e 1872 Lo mathématcen s canscette il s 52 ot

« Une contribution i s théorie des ensembles », &galement dans Te Journal de
Crele 11+
inattend sur les nombres algébriques, ouveait une nouvelle

jssait dun essai qui, en plus de présenter un résulat toulement

re de Phistoire

des mathématiques. Dans cet essi apparsisaient déj les idécs, encore 3 'état
ébauches, concernant les cardinau transfinis, Mais, u fieu de lui valoie 1a re-
conmaisance académique et de i fcilter Paceés  un poste i permeutant de
continuer dignesment ses recherches, ceue publication marqua pour i e débus
d'un chemin de croix tout au long duquel quelques mathématiciens, el que

som ancien professeur Kronecker, grice & 2 réputation académique, terras

profesionnellement Cantor, ce qui fe serit pas sans avoir sur i des répercus-
sioms psychologiques graves

Les revues scientifiques

En 1826, August Leopold Crelle (1780-1855) fonds le Journal fir di eine
wnd angewsute Mathematike (Reve de mathématique pure et appligué). Le tiere

w
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1 faut noter qu' parti de ce moment, curieusemen, Cantor ne mentionna
plus jamais son pére.

Jusqu'au début du Xix,a France avait écé le pays de référence dans le monde
des mathématiques, mais, au moment ol Cantor entrai 3 I'universié de Berlin,
I Allemagne étit devenue le fief de cete discipline. Le jeune homme y eut des
professeurs éminents,tes que Keonecker, Kummer ou Weiersrass. Ce dernier
serai celui qui Vinfluencerait e plus, alors que Kronecker, qui Iavai initié 3 12
théorie des nombres, deviendrat finalement son pire ennem.

La majeure parte des travaux qu'il réalisa aprés cetee période fu consacrée
3 Parithmétique ec 3 Palgibre. Pendant Iécé 1866, Cantor eut l'occasion de
connaltee le milien mathématique de Luniversité de Gottingen, I'un des centres
s plus pressgieux d'Burope en la matére. A son retour 3 Berln, il fit partic
d'un groupe de jeunes mathématiciens qui se réunissaient toutes les semaines
dans un bar, pour y parler mathématiques dans une ambiance plus décontractée
qu'a Puniversié. En 1867, Cantor obtint son doctorat avec une thése présentant
une étude approfondic des Disguisitiones Arithmeticae de Gauss. Dns I préface
on peut lire Iafemation suivante, qui lisse présager de ce que sers esprit

inquiet de Fun des mathématiciens le plus importants de Ihistoie : ¢ En ma-
thématiques, 'art de proposr des problémes est bien plus stimuln que celui
de lesrésoudre. » Cette thése de doctorat lui permit d'obenir I tte de privat-
docent & Puniversicé de Halle La rémunération de ce poste venait dircctement
des éxudiant e dépendait donc de 'audience 3 ses cours.

Halle éaic une petice villeprés de Leipeig, Son université 'avai absolument.
pas e presige de cells de Berin ou de Gottingen, ce don Cantor éai bien
‘conscient, mais, malgré ses effors pour quiter Halle,l y pasrai e reste de sa vie

Cest en 1873 que Cantor se posa pour la premire fois Ia question de
Véventualicé de Vexistence d'infnis de diférents types. I cut Vintwition qu'i
existai,entre Vensemble des mombres naturels et celui des réel, des diffrences
non seulement qualitaives mais auss quantiaive. Les premicres diffrences
écsientclaires : ensemble des naturels st dénombrable et celui desrécls ne st
pas s ensuice, areivr 4 démonzer que Finfni des récs st plus grand que celui
des natures serait un fat marquant, non seulement pour la pensée de Cantor,
‘mais pour Phisoire des mathématiques. En 1874, une premidre démonstration
fut publie dans le Journal de Crele. 1l faut rappeler qu's cette épogue, on ne
powvait méme pas parler d'ensembles de fagon simple, comme nous venons
de le fire. Sa premiére contribution 4 ce sujet paruc en 1878, sous le titre

n
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manifistic une volonté de réafimer it desthémes mthémariques. On ne
vouli plus arker des mathématiques au plriel, héricage du Mayen Age et de
Ia Renisance,m

s d'une science unifiée,file de I révolution, présentant deu

branches chirement différr

es, la mathématique pure t la mathématique
appliquée. Par alleurs, il faue considérer I place des revues mathématiques dans
m eadre plus vaste :celui des revues scientifiques.

La premiére revue scientifique de Ihistoire fut patronnée par ls Royal So-
ity augurant de ce qui allie i par s'avéret incontournable :la difiusion et
le carsctére mién

de ces publications devaient rester sous Iégide des soc

tés scientifiques. En ce qui concerne les premiires publications exclusivement
4

ices i Ia mathématique, telles que les Amnals de Gergonne ou le Journal de

Crell,plusicurs aspects intéressants sont i souligner : d'sbord, Ia tille des tra-

vaus, snsiblement moindre par rapport aus publications sous forme de livies

ensite, les textes anciens n'y étient pas publiés. La nouveauné et Poriginalité

érsient les conditions expresss de leur publication. Enfin, pour I premire fois

apparsisssicnt des publicaions de groupe et non uniquement des monographics,

aie Pusage jusqu

MATHEMATIQUE SICILIENNE

Elomanment,une des premidres socées
hématique a v e jourcans b vilede Plerme,

S0 e s publcation oo Cerde math
matique de Paleme, crééepar e mathématicen

ialen Govann Batsta Guccl (1855:1914), qu

. st foce do ses parutions e o ftt e
socéte mathémataue resdat dans un des pays

e et « pedree mathématiave » de s

' toire e fait et que cete « bone
glment Gixdia,incta

—

s dospri qinstav
s mathémaicansbllnts  pogeser s
Va1 s0ceé sicienne aul obtnten peu de
temps une enomme intenatorale natindue,
s ituan ains o premdresplaces G i

G Batsta Gucci, ternationsl des sootes mathémataues.
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fot amené 3 approfondir davantage le concept de continuité par rapport i celui
infini. Cela le conduisic  défini un concept essentiel celui de dénombrabilit,
comme premiére posibiic pou infini

Les nombres cardinaux

Cantor se troua confronté au probléme de pouoir « dénombrer » linfini
Jusqu'slor,Vinfin potentil se définisit par s possibilit d'sjouter « sans limite »
de nouveaux éléments, mais Cantor se proposst de mettre I
le convertir en acte,de « Pactualiser »,autrement dit, de utlier comme un élément

i csurla bl 5, de

mathématique de plus. Lexercice simple de compage d'un ensemble d'objers,
un des actesles plus élémentares de arithmétique, allit & revu et totlement
formalis, e pour ce fare,deux choses s avéaient nécessaies - d'abord, bien définie
e dont on pare lorsqu'on fat éférence & un ensemble d'objes, et ensuite, rouver
une définition mathématique de I'ction de compter ls objets dun cnsersble

La théorie des ensembles, déj affinée par Bolzano, serit s réponse 3 l pre-
mitre question mais Cantor la consolids cn permettant de parlr d'éléments d'un
ensemble de manidre totslement absrste.

‘Bien des historiens des sciences considérent a théorie de Cantor comme I'une.
des ceuvres ls plus brillntes de I pensée humaine. Nous 'allons pas enter dans
les détals et toute a complexic de cette théorie. D'aileur, il nous suffc ici d'un
petit nomibre de concepts qui avrent s intuit. Mais i faut bien noter que le
concept d'ensemble compte parmi les fondementsles plus importants des mathé-
matiques, dont toute la structure théorique est fondée pratiquement entiérement
sur ce concept. Henri Poincaré (1854-1912) dit un jour qu'un mathématicien est
ane personne qui passe son temps  donner le méme nom 3 des choses différentes,
Cest une manitre rapide e ironique d'exprimer une vérité majeure, les mathé-
‘matiques ayant pour abjectif premier I généralisation. La théorie des ensemblessc
préte bien 3 cete définiton puisque le terme « cnsemble » peut désigner un objet
quelconque qui existe o non, C'est cette généraliation qui a permis 3 Cantor de-
commencer i exposer de fagon raionnelle le concept dinfni actue.

Le premier écueil rencontré par la théoric des ensembles est la définidion
méme dun ensemble car il est extrémement diffcle de 'exprimer sans utlser
e mor ensemble lui-méme ou I'un de ses synonymes : groupement, réunion, s,
etc. Lune des meilleures définicions, qui n'utilise pas de synonymes, du moins
apparemament, et cele que donna Bertrand Russell : « Paler d'ensemble revient
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Chapitre 1
Qu’est-ce que l'infini ?

Linfini est un concept nhérent & 1 pensée humaine. 1 st fort probable que nous
naissions avec un vague concept mental dinfinitude que nous associons ripide-
ment & son contrire, a pesception clare de I finitude de notre propre nature. En
philosophic ou en théologie, réféchir sur Vinfini peut éure conjoneturel, mis en
mathématiques, explorer I'infini a éxé et este une nécesscé.

Linfini au quotidien

Vous conmsissez peut-étre Nanecdote du professeur de mathématiques qui ex-
pliqus pour I premiére fois infini en clase. 1l se munit d'une bofte de crais et
commenga 3 tracer un trsit au tableau. Arrivé 2u bord, il continua a ligne sur le
‘mur, pus jusqu'au sol et ainsisans s'arréer jusqu' sordr par a porte de a classe
et disparstre au fond du couloir,sans jmais licher sa craie Les élaves stupéfaits
attendsient que quelgue chose se passit. Au bout d'un moment,a sonnerie de
1 fin du cours retenti, Le professeur avat disparu, Un surveilant ut a derridee
personne qui le vit, descendant la rue en laisant ders
blanche sur les murs des maisons.Troi jours pasérent et a direction du collége
décida de prendse un remplagant. Au bout de quelques mois le professeur téap-
parut subitement pendant le cours de mathématiques. 1} arborait un sac 3 dos,
une longue barbe ct, bien si, un petit morceau de crie dans la main. I entra 3
grandes enjambées e tragant une igne sur le sol,puis sur le mus jusqu'a aueinde
e tableau et alors, il aeréts. Montrant des signes spparents de ftigue, il adresa
s élives en ces termes :«Voic une ligne incroyablement longue, mais ce nest

re lui un trait de craie

vien compré  linfini. »
Onignore e que décids I direction au suje de ce profeseur ou sl fut directe-
ment envoyé & asle. On ne st pas non plus s ses léves comprirent clairement ce
quita Vinfini, Ce dont ils pouaien éure sis, cest que Vinfin impligue quelgque
chose dexceptionnel, pour ne pas dire de traumatisant.
Il exise plusicurs histoires, toutes plus singulires les unes que les autres, qui

essient de nous e percevoir ce qu'est Tinfini. Dans le domaine eligieus,
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En éendant Pensemble ds ratonnels @, Cantor pasa  un nouvel ensernble
R, auquel il donna le nom d'ensemble des nombes réchs. Certsin disent que ce
nom 3 éxé chois n opposition aux nombres imaginaies, dort on connaisit
Tesisence 3 Pépoque, mis plusiurs risons lissent penser que s motivtion de
Cantor it autre. Dans son ouvrsge Grandlage, Cantor utlise L terme « e »
et comsacre expresion « grandeurs numériques » x nowsesu nombres eées, 1
agit 1 d'un déail mporant qui montze qul st pe  accepter Vinfin acuel,
non comme une simple spéculaion, mais bien comme un objet mathématique
«séel ,aus el que pevent it un nombre entier ou une frction

La droite réelle

Une droite st un ensemble infini de points alignés. Cantor envissgea ce qu'alait
e a droite réelle en suivant les étapes exposées précédemment, teles que le
choix d'une origine et d'une longueur comme unité de mesure. A Vorigine, il
plaga le nomibre 0, puis 3 drote, les nombres entiers posit, c  gauche, les néga-
6. Il ajouta ensuit ls racionnels,soit s ractions, posiives 3 drote et négatives 3
gauche. Rappelons que lintroduction des rationnels sur a droie lui confrait une
propri
nombres rationnels quelconques existe toujours un autre rationnel

Nous avons mentionné combien 'apparition du nombre V2 avaitsuscité une
crie profonde chez les mathématiciens grec. Le probléme venit de ce que ce

quelle n'avaic pas aupacavane, celle de densicé, qui it qu'entre deux

nombre maudic correspondai 3 une construcion géométrique cire, s moyen
dun whngle rectngle dont les cis de angle drot valient un ¢ done Thypo-
énuse valit ce nombre iratonnel qui 'avat ps de pace dans ensemble des
poinisde a droic sur quelle avit éc définie une urité de mesure A, lon-
ocur de Phypoténuse cxitait en tant que grandeur mls pas en nt que nombre.

Yest pourquo on disait que h droite comportit des espaces vides, des points 2ux-
quels ne correspondait aucun nombre et que, de ce fit, elle n'éait pas continue

Au débur, avec introduction des nombres irationnel, & tous les points de la
droite correspondait un nombre, rationnel ou irrationnel, et ele devenai ainsi
une droite dense,sans espace vide. Elle poussit prendre alors le nom de « droite
réelle » en toute ligalic

Miais, d'autre pare, ffirmer que I drofee en tant qu'entict géométrique, éuait
‘complitement remplic de nombres sans lasser aucun vide resait tout de méme.

une affirmation quelque peu hasardeuse. C'est en réfiéchisant 3 cela que Cantor

Bl
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covroccanon

La controverse de I'infini

‘Un jour, Kronecker déclaa : « Dieu créa les dix premers nombres et l rest st
Peeuvre de Vhomme », définisant sinsi a vision de la tiche du mathématicien.
Tout devait étze construit avec des éléments connus, parfitement définis et selon
an processus qui compte un nombre fni d'étapes. Autrement it Kronecker ne
voulsit rien savoir de infini actuel. I déclira un jour qu'on devaitse détourner
de infni comme d's une futlité héritée de philosophies antiques et de théolo-
gies confses, et quon pouvait aler ausi loin qu'on le voulitsans ui »
Kronecker se déinisait aini clairement en partsan du fintiome. I & ausi
partisn de repousser tout raisonnement qui ne soit pas fondé sur une opération
concrite bien défnic,aicude donmant lieu 3 un autre mot terminant en

Topératonalsme. C'est pourquo i réclamai un contzdle de Ia part dautorités aca-
démiques reconnucs,afin que « a richesse de leur expérience pratique sur des pro-
blémessain et intéressants donne un sens et un élan nouveaux aux mathématiques.
La spéculation mathématique, unilatérle et introspective, conduit 3 des champs
sériles » Cette derniére phrase fisait clairement allusion aux travaux de Cantor.

I faue savoir ausi que Kronecker éait I'un des éditeurs du Journal de Crelle
et il ne fauc donc pas s'étonner qu'en 1877, il se soit opposé 3 ce que toute
contribution de Cantor y fi publice. Son opposidion 3 Cantor dépass ce que
Fon pournit appeler un simple désaccord scientifique. I fini purement et sim-
plement par le dénigrer personnellement, allant jusqu’le waiter de renégar, e
charlatan ou de corrupteur de I jeunesse scudicuse.

1l faut rappeler que Cantor avac &6 le meilleur élave de Kronecker et il
semble logique de penser que cette attitude, de I par de celui qui fut son maite,
dut causer & Cantor une profonde douleur ec un poids psychologique dont il
arriversi jamais i se débarrasser.

Dedekind

Julius Richard Dedekind (1831-1916) est né 3 Brunswick. Quatridme fils d'une
famille sisée il consacra 32 vie 4 la recherche en mathématiques. On peut le
comsidérer comme un algébriste qui cherchait les fondemens de Tanalyse et il
choist dele faire en utilisant ls ensembles et les applications définies entre cux.

Weierstrass, Cantor et Dedekind travaillérent  séparément sur les
nombres récls. Ce sont ces dews derniers mathématiciens qui tavaillirent
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{1,2,3, ..., 22, 23), en éublisant une correspondance « un & un », Ces
cortespondances un 3 un pevvent étre fites entre ensembles de différentes
matures il est juste imporant de respecter les régles du jeu. Prenons, par
exemple, un ensemble de lettres majuscules (4, £ H, RV} et un aure de letres
minuscules {a, b ¢ 4, ¢}. Nous pouvons éublir une relaion entre les deus
ensembles de la fagon suivante

4 o
r 3
" ¢
» J
v :

“Tout élément du premier ensemble doit étr en relation avec un et un seul des
éléments du second et réciproquement, Clest L régle simple et unique qui régit
ce type de relations,appelécs applications hicives ou biunivogues. Des corespon-
dances tlles que s suivantes ne respectent pas I régle établie

4 o A
b ; :Q.
¢ H B
» i

v

Crest de cette manidee que Cantor revint 3 Pacte le plus primaire de compuage
ex uablit e concept de cardinalicé dun ensemble.

Si Ton observe les ensembles cntre lsquels il est possible d'tablir une
spplcation bijectve, nous verrons que ce n'est possible qu'entre ensembles yant
e méme nombre d'élémens. I suffc d'esayer d'éablic une telle application
ente un ensemble 3 quatre éléments et un autre  trois léments pour confirmer
quil est imposible de le fire, sans avoir d'éléments qui ne soient lés 3 rien
o en relaion avee plus d'un sute,
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Lobjectf principal des sociétés mathématiques it de couvie le phus pos-
sible de territoiees et dassurer I pérennité de leues revues en leur fournissant
e matéril nécessaire 3 leur publication. Avee ke temps, il #avées que leur survie
it impossible sans e soutien de certines nstitutions officieles. I it en cfet
inévitable que cescorporationsrestassent en dehors d'une certine influence so-
ciale et politique, dautant qu'eles devinen un élémen d'identié culurel des
pays i s st vivee. el it par ot une arme 3 double tranchane, e,
il estvri ume part que le soutien étit importan, d'sutre partcete situation
présentit éventuellement linconvénient de restzeindre énormément linteena-
tionalité potentille de I sience. De plus s organes contedlant 'sdmission des
publications présentaient e risque de ne pas étee ausi objectif que 1 plupsrt
des scientifiques Iaumient souhait, I #avéra au cours du temps que lexis-
tence des sociétés mathématiques consinsit une barrire pour cersins trvaux
innovants qui ne rentrient pas dans les normes déterminées par une commu-
nau fermée,régi bien souvent par ds intéréts autes que scentifigues. 1l faue
moter qu'on esime que les dew ters des artces de mathématiques publis en
1900, Pone xé dans des supports de communicaton autes que ceu eéservés
au mathématiques.

Parmi lessociétés mathématiques qui commencirent & sc créce au milicu
du x0x? sicle, e plus mportantes furen, pr ordre dsppariton : 1 Sociéct
mathématique de Moscou (1864) ; la Sociéeé mathématique de Londees
(1865)  1a Socicé mashématique de France (1872 ;e Cercle mathématique
de Paleeme (1884) ;a Sociéeé mathématique américsine (1888) ;s Sociéeé
mashématique allemande (1890).Ls Sociéé mathémrique espagnole fut créée
en 1911

MATHEMATIQUE INDISCRETE

L rewuescienfique cédepar Henry Oldeniurg n 1655 » €4 pubie depuis a créstion
1534 s fours.Ell 1 con e de nteruptions: un e 3o e épidéie de
pest  Londes et Futre, e ason de a maadie ¢ Oldenburg, un trvalleur nfatgabe.
Son enthousiasme éat el u'larivat e i et pr semsine pesiad que
scence navat i obstace i frontire, c au e conduis't 3 publerse etres méme en
temps deguere Celaft consén comme un manaue de dscrétiongrave n e emps
poltauement oubis et ut empriom 3 Tour d Londre pendant tut un e,

s
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CALCULER AVEC DES CAILLOUX

1l est Intérssant d romarauer
' cours do son histore, -
manit 3 apprs 3 comprr st
que nexistent fessystomes de
umératon. Nous pouvors danc
i, convalisment 3 ce que
1 pense atnéralemen, que e
concept daopicaton becive st
auss témentaie, voie davan-
age que e concep de nombre,
Par gl un berge il volan
contrler e ambes e tées de
son voupea qul menait pire
vt 8 mure s el -
pets clfo. A chaquebrtis g st deenls, I sortalt un ctlou d sac A, a0
etoutdes piturages,  pours fave e comepondance biurogue e e pobe de
etes de beta 'l ramenat o savof 1 manquatdesbrbis 20 Toupeay. « Cakuer
et decakulu,mot i sgnfant «caio »

3 comsidérer simultanément des entités, » Cete défintion st incéressante parce.
qu'ele décrit fe concept comme une atitude mentale, indiquant ainsi qu'l s git
dun concep démentire

Comme nous I'avons dit précédemment, le fie de comprer les objets
qui forment un ensemble est également un acte élémentire. Lorsque nous
aments de deus ensembles, Par

comptons, nous ne fisons que comparee lex
exemple. si nous voulons savoir conbien il y 3 de personnes dans un local,soic
le nombre déléments de I'ensemble forimé par les personnes dans ce local, nous

partons d'un ensemble conny, celui de 1 suite des entiers naturels 1,2,
o auibuons, de manis
en essayant de ne pas udlser dew: fois e méme nombre ou de compter deux

ordonnée, un nombre 3 chacune des personnes,

fos Ia méme personne S e dernier nombre aiboé es par exerple 23, nous
disons quil y 3 vinge-trois personnes dans le Tocal. Ce que nous avons it
revient 3 comparer deus ensembles, celui des personnes e cclui des nombres

%
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pour construire Ia théorie des ensembles. On se trouva alors dans une sitation
assez similire & celle sésultant de Fexposé du cinguidme poseulat d'Euclide sur
s droites parallles, selon lequel par un point extérieur 3 une droite, on ne pet
fuire passe qu'une paralile & cette droite, En effet, ce postulat dépend du type de-
glomécie dans les géometries euclidiennes et ne l'est pas
en géométrie hyperbolique par exempl.

Malgré tou, certains pensent que cete uestion n'est absolument pas fermée.
et quune nouvele série d'axiomes, en renforgant la théore des ensembles, pour-

postlat et vé

it endre vesie Phypothése du continu. Mais jusqu e que cecise produise, nous
e sommes pas strs non plus d'avoir une idée claire de ce qu'est un nombre réel.

"
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Autrement di, il n'existe pas d'ensernbles dont I o ill »se situe entre celle
e ensemble des enters naturels ¢ clle de ensemble des éels. On appele cette
conjecture Mhypatése ducontin, Cantor it des effoes monstrucus, jusqu'au bord
de Pépuikement, pour démontrer ce résulat. Plus d'une fos, il crut  areiver mais

wobint jamais de démonsiration totalement sarifzsante.

Plusicurs mathématiciens, contemporains de Cantor, comme Hilbere, Russell
‘on Zermelo,tentérent sans s de démontrer hyporhise du contimu.Le mathé-
‘maticien hongrois G. Koning (1849-1913), au congrés d Heidelberg de 1904, it
une prisentation qui démontrst que et hypothise érait fusse, Cantor ne cesss
de penser que cette démonstration ne pousaie dre juse, il avaic une f0i aveugle
en son intition, mais il narriva pas 3 trouver d'erreur dans b démonstration de.
Kening, Cest Zermelo qui en trouva une et le probléme rest cuvert, En 1900,
Hilbert Tinclut danssa lste des vingttrois problémnes importants sans solutions,
En 1963, le mahématicien américain Paul J. Cohen (1934-2007) démon-
& pardr des résulias de consisance aviomatique de Godel, que I'hypo-

thise du condinu pouvaic & vrae ou fuse selon le systéme d'axiomes chosi
L y

Lo mathémation amriain oo oben demorva en 1963
aue ypothise i contn e des rancesguesons
cunerte s mathématique. st ndémontable dons e ok
et aiomes i s thécrie g rserbies

e
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Georg Cantor, créteur de o téoriedes esmbies et consin:
Comme fun des mathémtiens e s minents d Phitore.

dans un collige privé de Darmtade,pecie ville proche de Francfort, s il abtint

son diplme en 1860, Jusque-1, il avit montré des dispositions exceptionnelles

pour les mathématiques, tout particul

ment en trigonométrie, Pourtant, son
pére ne voyait pus trés bien quel pourrai étre son aveni il se consacrit ex-
elusivement au mathématiques ct il suggéra  son fils de suivre des cours d'

génierie, Cantor, obissant s plia sux désis de son pére et entra 3 Mlnstitut de

Ticsbaden 3 ige de 15 ans
11y regut de nombreases letres de son pére, don Ia plupare vissient 3 lui
dons

er une force morale fondée sur des principes religieu, Dans une de ces

lettres,datée du 25 mai 1862, lui disit notamment

« 1] Souenc, les individus les plus prometceurs échouent parce qu'ils
montrent peu de résisunce aus difficultés qui apparissent 3 la mise e
pratique. Une fois leur courage épuisé, s acrophient torlement t, dans

s ratés.. Crois-ma, mon cher

e meilleur des cas, ne font que des g

s, on ami le plus sincére, e plus authentique et le plus expérimenté, ce
caxor vaillant qui doit batire en toi vient d'un état desprit religieus.

w
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Lenfer de Cantor

Lorsque des hommes découvrent de nouvells terres et que ces nouveaus ter-

toires sont répertoris sur les carees et dans les ivees de géographie, il leur
faut en payer le prix. Aucune découverte nest grawice. Cerains se voient ré-
compensés par a gloire e¢ la reconnaissance de leur exploit, alors que d'autres
Ginissent leur vie seuls et abandonnés,sans méme la consolation de savoir s ce 3
quoi ils ont consacré leur vie en valait ou non I peine.

Les premiéres années

Georg Cantor naquit & Saint-Pétersbourg le 3 mars 1845. Son pre, Georg.
Waldemar Cantor, éit dorigine danoise mais s'installa txis jeune 3 Saint-
Pérersbourg, o il monta une afsire Rorissante dimportation de produits tex-
s, qu'il abandonna ensuite pour se consacrer au courtage en boure. I réussit

4'se fare une fortune raisonnable mais 3 force de sacrifices, de volonté et de

connaissances, valeurs qu'il'efforca de tansmettre  ses enfans, tout en les édu-
quant dans s morale luthérienne, car ¢'éait un homme qui avait de profondes
convictions religicuses. 1 épousa Maria Anna Bihm, catholique d'origine russe
et fille du directeur de IOpéra de Saint-Pétersbourg, Georg Woldemar venaic
auss d'une famille ob a tradition musicale éat profondément ancrée et ce nest
pas étonnant que la musique it occupé une place de premicr plan dans édu-
cation de ses enfants,aux cérés de I'éducation religicuse.

Cantor éuit Iainé de quare frires. Il fut éduqué par des précepteurs pen-
Pétersbourg en
1856, Cantor se rappellerait toujours de ces premiéres années dans I ville russe

dant sa pecte enfance puis entra 3 école primaire de

comme les plus heureuses de sa vic.

En 1856, 3 la suite d'une affection pulmonsire, e pére de Cantor se vit
obligé d'sbandonner 1a rigueur de Phiver russe et partit avee sa famille Sins-
taller en Allemagne. Aprés un bref séjour 3 Wiesbaden, ils Sinsallirent défini-
tivement & Francfort. Georg suivit ses premiéres études comme pensionnaire

ne
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Soit x et y les coordonnées du point P. Prenons ensuite le point Q de la
courbe et appelons x + Ax,y + Ay ses coordonnées, Il est simple de voir que.
1a pente de la droite qui passe par P et par Q est donnée par (@) = Ay/Ax. Si
maintenant Q se rapproche du point P, la figure que nous avions cst conser-
vée. Elle sera simplement un peu plus petice. Dire que Q ¢ se rapproche » du
point P revient & dire que la différence Ax devient plus petite I sc passe la
méme chose avec les ordonnées et la diffirence Ay qui diminue également, Ce
rapprochement peut s fare de fagon continue en rendant ls differences men-
tionnées Ax et Ax aussi petites que I'on veut. A partir d'un certain moment,
eles seront suffisamment petites pour ne plus étre significatives par apport &
12 somme : les ajouter ou les soustraire n'affectera plus celle-ci. Ce sont 3 ces
quantités infinicsimales que Leibniz donna le nom de différentilles, respec-
tivement dx et dy.

¥+ ay|

‘Dans le processus continu ot le point Q se rapproche du poin P, la droite
qui réunit les deux points tend vers k tangente i 1a courbe qui passe par P,etla
pente o recherchée sera donnée par

4

<

an(

Au momen oi I distance entre P et Qsera infiniment peite,on aura
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de cet angle. Dans un triangle rectangle, comme ABC, la tangente dun angle
obient en calculant le quotient de I longeur du cdié opposé par cele du coté

adjcent.
A
W -
opposé
c 5
<o sdeent
Tangente (@y=-SLBP%_

e st

L tngente étant désignée par e symbole « tan »,on 3 tan (@) = AB/CB.

Prenons & présent une courbe continue y =, soit une courbe que on peut
dessiner sanslever la main du papier et cherchons Ia angente en un quelconque
de ses point, que nous appellerons P. Erant donné qu'une droite st déterminée
par un point et un angl, il nous sufit maintenant de trouver | valeur de I pente
de Ia droie. Leibniz fonda tous ss calculs sur a construction d'un riangle qu'i
appela trangle caactéristigue,qui devint de fit le ceeur du calul infinicésimal,
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LEIBNIZ ET LES ROSE CROIX

Al de vingtan, Loz eniva dans 3 st mystiqv des Rese ro, dont frent s
membres Neswon et Descarte, Cla ' e tonnant s Fon sait ' cete épogue.
1t i pour s scentfiques dbeni d 3 part des nstuton oficieles oute
information au's recherchalent, Réaserdesexpéiences 'akchinie &t une condtion
e base pour e pare de catesocite
secrite et Leibniz. qul réussit méme
3 occuper e poste de secrétaie de 1a
Conéie, se chargea,ente autes, de
ranscre ces expisincesenadusant o1
fati Famre schimste consirabie de
Bt Volntin,Porebis e cofrre,
i rencontra H.Brand, qul découvit e
phosphore I Fida 3 cbteni cet e,
afn de Veploter commercialement,
3 parti ds unes de tout un réginent
e soidts. Ave . Hoffman, pofeseur
e medecine d Funverste de Hal, |
paricipaactvemant o daboraion de
fomeuse teise curatve appole gutes
e Temple deaRose o, de Teophis e Holfman, qu Tonpeutencoreover
Schweghart Constantrs, 1618, dans cerins phamacis abemandes.

Lorsquiils apparurent, lesinfinitésimaux ne furent pas acceptés —c'stle moins
qu'on puiss dite — par les machématiciens de 'époque. Le trangle caractéristique
it 1 s personne ne pousit e voie au sens srit, C'était une image, une re-

présenction de quelque chose qui, une fois de plus,se manifestaic dans les parages
obscurs et impénérables de Tinfiniment pedt e qui supposat, quoi qu'on tencit
pour éviter, d'sccepter existence de Tinfini actuel. De plus, il it outrepasser
e principe d'Archimide de comparsison des grandeurs, ce que des mathéma-
iciens comme Pascal, L'Hospial, Bernouli ec Leibniz lui-méme finiraient par
justfier en earacrérisane es quanticés numériques particaliéres qui,  un moment
donn, fnissient par disparaire, Ce et pas pour rien que Leibniz incicula ces
eravau A sujes d'une éométrie s ol de analyse des dvisibles e des infnis.

o
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LETTRES A DES PRINCESSES

ans plusieurs mileux talectues, Loz st tconn comme phlosophe avan de
Fete comme mathématicien, A ingt ans, Il avait 0 pbi  fameuse Dissertatio
e ate combinato. Ben e s d se besfondamentales e Uovent dans
s publcations comme e Nouveau e sur 1 comprshansion bumaine (1703, ou

encorela naclgie 1714), e grance pare do s pensée hiscphique st connve

sous forme épistoisie, dans ds etres au'l dressa s princeses - Sophie, Sophie
Chaote et Carlne Lol adopta dnsce crespondinces un st cul o sedement
mertrat son amour pltonie, i st entenre e e destinatais gt bien
preparss ntelecuslment, ce qu sambl s st es prinesss e, en

5 o Dot et possite d coerdes
Communauts sclentfies n dehors desuntrsi, cntes s esuels s teectues
e oy s sentaion étoutes par Fothorose s yHhgnst

Ce tringle rectangle dont les c6-
s de Pangle dioit sont dx ct dy o5t

celui quon a appelé précédemment

e cansciérisique. De fit, ces

Tongueurs infinitsimales sont e cotés

droies qui forment le polygone 3 une

infinicé de coxés selon lesuels on peat

décomposer la courbe, La grande dif-

frence est que Leiboiz manipule ces

quantités comme si clles rsient des

nombres, avee certaines strictions,

et maaill avee elles pour obrenir des

isultans concrets. Il ariva méme i é-

soudre le probléme des quadratures,

Cestindie le calcul de la surfice en

ot d Gortfed Lbrie
por b Fcch Wontzel

s vt o vt s, Simplement, el evien  dice que

destous dune courbe. Formulé plus

I surface est formée d Ements diffe-

rentics, il suffi d'en e 1 som

1a diffcentiacon et invégration sont des opérations inverses).

e pour trouver I surface recherchée (en ce s,
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Par conséquent, Vapeiron tient plus sa rason d'étre de Tindéfini que de illimit,
Rien d'éconnant  ce que, par extension et en plus de son pouvoir de définr I'exis-
tence des choses, on lui autribue auss e pouvoir de déterminer les fonctions et les
qualités des choses créées. D'od Vidée d'associer I'apeiron, et done lidée dinfini,
avec celle de Diew dans les différntes conceptions religicuses

Et dlob ausi une certsine ambivalence ou sentiment conradictoire de ce
terme. Apeiton,en tant qu'origine de toute chose, 'apparente au kaos originel ¢ il
est done associé au mal, & quelque chose de non voulu, car cla ne fit pas parte
de notre exisence. D'ot Pambivalence de Tinfini, qui peut écre asocié tant 3 la
divinicé inaccessible qu'aux forces désorganisées et chaotiques du mal dans son
essence a plus pure. C'est Paspect négacf de Finfni qui se perpétuc tout au long
de Uhistore de notre culture et done |.L. Borges parle « comme d'un concept qui
corromp et affol les autres». ] poursut : « Je e parle pas du Mal dont Iempire:
bien délimité est Péchique :je parle de Vinfin.»

Une aute acception du terme d'speiron,pls proche de ce que nous entendons

par infin, et cell qui nous fit penser 3 un espace cacliden, das son sens d'es-
pace géométrique sans imite. Ainsi, et en suvant s pensée de Plton, Aristote ne
croit pas en un espace infini. D'aprés son raisonnement,un espace st un iew qui
peut éte occupé par un corps, indépendamment du fit Qu ce moment précs
un corps Foceupe ou non. Un espaceinfni seat susceptble ' occupé par un
corps infin, ce qui est impossble

Ce schéma obligeit 3 concevoir le mouvement des plnites et des étoles
comme absolument circulie, puisqu'l  aisit de mouvements continus qui, s
avient & reclignes, aurient eu besoin dun espace infin pour se ralsr, Co-
pernic et méme Kepler hértirent de cette configuraton cosmigue t partagesint
ce point de vae sur Fespce et linfini

Pour école élate 3 aquelle sppartensient Parménide (530 av J-C.-460 v
1-C) et Zénon (490 av L-C.o430 v -C) I i, anivers,ne pouvacnt avoir
une origine et done, i début i fin. A ce suje, Parménide afrmai
st un,immobile et infin,puisque I limite en seait e vide »,ce qui st une im-
pass car cla implique de e débarrsse de I trreur de infin pour tomber dans
celle du vide.

1 existe une séri de concepts que mous ne comprenons pas mais qui sont
B 10y a pas beaucoup de difrence entre Feffroi du néant t a peur de Tin-
fin. En st les dew sc compensent méme si linfini Femporce généralement
puisque, dlune ceraine manidre, il nous cst plus proche. I nous st impossble

¢l Tout

®
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en décail plus loin et qui nous fit pénétrer dans un nouveau domaine, celui
de Vinfiniment peti

Lidée dimmensité n'est donc pas Ia seule que nous pouvons associer 3 Iin-
fni : Vinfiniment pett existe aussi. Prenons un segment de droite et divisons-le
en deu, puis divisons encore I'une des paries en deux, ¢ ainsi de suite sans nous
arséter. Nous pouvons, au moins théoriquement, le diviser infiniment en obtenant
4 chaque fois des segments plus petts. Ce processus a-til une fin ? Non. Comme.
‘poura suite de mombres entiers naturels, aquelle nows pouvions toujours gjouter
un nombre, dans cet exemple, nous pouvons toujours diviser le nouveau segment
en dewx. Ains, Vinfini fait éference tant & ce qui est trés grand qu's ce qui st
s pec. On appelle respectivement ces deux actions « prolongation infinie »
et processus de divsion infinic »

Apeiron

On trowve les premices références  des spéculations o des réflexions sur e thime
de Tinfini dans la culture grecgue, comme 3 chaque fois que I'on cherche des
fondements philosophiqucs originels. Il es bien conms que P'une des nombreuses
qualités des philosophes grees cst d'avoir créé le langage philosophique. Il fibri-
quaient un mot spécifique pour représenter une idée, daborant ainsi e qu'on peat
appeler une terminologie philosophique d'une précision comparable 3  termino-
logie scientifique, qui st en fin de compte une héritére de la précédente. Dans ce
cas précs, e mot clé éait apero, terme qui vient de peraa, qui signifc « imite de
quelque chose . A ce qui ' pas de perata est apeiron, infin,sa liite.

‘Dans a philosophic grecque,« s limite » prend une sgnification pariculiére
qui ne fait pas tant référence i Midée d'extension infinie comme nous pouvons l
comprende dans le langage courant, mais plutot 3 celle de Forigine de tout ce
qui existe. Lidée sous-jacente est que toute chose exise en fonction de ses lmites.
Lorsque nous pensons i un objet quelcongue, une table par exemple, ce que nous
observons en premier, avant méme sa fonctionnalic, ce sont les limites qui s dé-
finissent et I séparent du rese de Tenvironnement. Cette idée ¢applique tan aux
s inanimés qu'au tres vivants, Une cellule vivante existe par la membrane qui
lu impose des limites avec e milieu qui lentoure. Sl en est ains, nous pouvons
afirmer que tout ce qui « est » existe 3 Vintérieur de ses limites et grice 3 elles.
De ce fait apeiron est assimilable 3 un magma indéfini dans lequel est né tout ce
qui exist grice 3 Papparition de limites précies i lintérieur méme de ce magma.

"
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MATHEMATIQUE

EXPLORATION
SANS LIMITE

L'INFINI MATHEMATIQUE

UNE COLLECTION PRESENTEE PAR CEDRIC VILLANI
MEDAILLE FIELDS
DIRECTEUR DE LINSTITUT HENRI POINCARE
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ou d'un point de la droite qui est vide, ou plutst, qui ne correspond & aucun
rationnel. Clest le cas par exemple pour I suite que nous avons déinie au
ehapitre 2 et qui tend vers V2, qui n'est pas un rationnel

et 1+
2l 2l
2l T

2

241
2

Il est certain qu'un triangle rectngle convenablement construit permettrait
de situer hypoténuse & T'endroit adéquat, mais cela resterait une construc-
tion géométrique. A I'époque de Cauchy, on cherchait i savoir déterminer les
points, donc les nombres, arithmétiquement ou analytiquement. Le nombre
rationnel n'avait pas encore écé défini correctement. En fit, il 'éuait pas dé-
fini du tout. I faudraic atcendre Dedekind, puis Cantor, pour arriver 3 unc.
définition cohérente. Ce fut Cantor qui non seulement la donna, mais qui fit
en sorte que Ia droite n'at plus d'espace vide. Nous disions que Ia droite avait
desespaces vides, mais en fat, lle contenai des infinis, puisque les irrationnels
sont, comme les rationnels, en nombre infis

Cantor mésite un chapitre 3 part : non seulemen il « densifia » a droite
réelle, mais il affronta Vinfini comme jamais personne auparavant n'avait écé
capable de le fure

%2
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s i pnstearsotsicire, Fesgace infl 0 pos do contenancs.
Sokon o psephe g, Fespace i put e oxcupé igoeent
i corps i ce gl s pas. Ce usteen marte s e copieromaie
o orgnl grec en bronze e ysipe. doant oo 3303 1.

de concevoir 'espace of nous vivons comme fink, Quand on essye de Fimaginer
i premiére queston qui nous vient i espri est +« Mais qu'y a-t-l aprés 2+
L réponse ne peut éoe » rien » I doie au mois y avoi de espace, métme 71 ot
vide. Cest s simple. Nous ne connaissons ps le néant mais, en revanche, nous
avons I présence constante des choses qui forment Vinfin, méme si et un inini
imaginaire. Cest que Vinfin n'est pas seulement une idée ou un concept. Le fit
quil exise dans toute Js cultures, avee toutes les questons qu'l pose, indigue sans

‘ancun doute qu'il mous et propre, que cel nows plaise ou non, comme le sont
vie,Ia mort ou encore ke temps,

Infini potentiel et infini actuel

Supposons que ous racions un s a ersie sure sol,de sore qu'en fant un s
e avant, nous nows trouvions de Pautre cALE. Cest une action gue nous pousons
+ potentellement + fire. Quand nous 1y fasons et que nous nous trouvons

10
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ous trouverons toujours des éléments de cette suite autour de 0, ausi petite
que soita distance considéée

En mathématiques, on parlera de voisinages. Un voisinage est en quelque
sorte une parenthise centrée au point P. Aussi petite que puisse éure a paren-
thise, ou encore le ryon du voisinage, 3 partir d'un cerain temps, tous les
éléments de la suite 'y trouveront. La technique des epsilons consiste i jouer
avec deux nombres qui sontIa largeur de I parenthise,soit e rayon du voisi-
nage, habituellement noté € (epsilon), et le nombre 5, qui détermine I'tlément
4, 3 partir duquel tous les autres éléments de 1a suite sont enfermés dans 1a
parenthise. Cetee relation entre ces deux nombres se formule par Iexpression

«Pour tout e,

existe un nombre el que... »

Cest une maniére de traiter a division infinie qui resemble beaucoup i a
définition mathématique du concept de limite. Quand, dans s paradoxes de.
Zénon, on divisit Pintersalle en deux une infinité de fois, on définissaic unc.
suite numérique similaie 3 celle de T'exemple précédent. Nous pouvons dis
lors appliquer la défnition rigourcuse du « passage 3 a limite », en affirmant
que le dernier terme de la suite est le point 0. Ceci ne résout pas du tout
le paradoxe, mais le laisse simplement de coté, car nous constatons la méme

inie et nous affi

chose :les points s'accumulent prés du zéro, en une suit
‘mons qu'il existe un dernier point, icile 0,alors que le 0 n'est pas un élément
de cette suite, Ce saut et pas réellement jusciié, mais il et bien défini, Pour
paraphraser Berurand Russel, les mathématiciens sont des personnes qui ne
savent jamaissi ce qu'ils disent est vrai ou non ;ls ne savent pas trés bien non
plus o ils vone, mais, en revanche, is savent trds bien ce qu'ils font

En réalité Cauchy ne se posa pis le probléme de la définiton de a limice
au moyen d'éléments qui s'accumulaient en un point donné, mais platdt qui
Saccumulaient enwre eux. Clest-i-dire qu'il ne considéraic pas un point de
‘péage sur autoroute mais un tas d'aceidents ici et . Les choses ne sont pas si
simples en raison d'un facteur important qui tient au fait que I'on ne travaile
qu'avec les nombres rationnels :Ia droite sur laquelle on situe les points n'est

pas pleine, lle présente des zones vides. L'idée est Iz suivante < nous avons une.
suite de points de Ia droite que nous associons maintenant A des nombres ra-
tonnels de maniére & ce quelle soit de plus en plus peupléc. On peut définit
cette situation mathématiquement et Cauchy le it clirement. Le problame

est que lttroupement ou accumulation peut se produire autour d'un endroit

o
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LINFINI ET LES PERES DE LEGLISE

pendant e Moyen Age i debtsur ifin actue n pouvat e teime e nuances math
matauescr i it propit excsive d ladinite, et don e pouai v st e
dans o cacre des forms thécogiques. Comme affmalt salnt Augutin:« SeulDiw et
s pensées sontnfiis.» st nanmons surprenan e s pres deEgse it eusk
Dieuia posiie d crber i actul Das 1 Summa Teologioe, st Thomas ¢ Agei
demontre que, mée s ieu st omspoten, e, 1 put crerdechses abscument
limiée. Conclusion s n peut e st dars e contete g dns el stue
sint Thormas, Qe s Fon adme queFnfi actue et dentque au ml absls,

Le questionnaire suivant sur Vidée @infini 2 &é proposé 4 une personne de
culture moyenne, sans aucune préparation philosophique ou mithématique. Ses
réponses ont éé rapides,sans réfiexion poussée, spontances e dictées par le « sens
commun » supposé reiter notre environnement culurel

Q: Quiestece que infini ?
R Quelgue chose qui e st jmais.

Q: Qulest-ce que cel veu dire ?

R bin, qu'on peut e en i de compte t guon e <aresi amas jamaic.
Q:Pourquo ne sarrterait-on jamais

R Pare gu'il 'y a pas de rombre finl.

Q: Commen le savez-vous ?

R e famais esapéJe b i

Q:Done,clest une croyance.

R Pas cxactement.Je sas qu'auss gand que soit un nombre e pourai towjous i
ajouter un aute nomire

QJe ne suis pas daccord. Méme s vous vous consacrez 3 cette tiche, votre
vie et limitée et vous ne pourrez pas « toujours » additionner des nombres.

R P importe, des énérations e des génraions pournens 'y consacrer.

Q :Mais I vie sur Terre et aussilimitée. De i, e syséme solire enter a une
date de péremption.

R e est pas grave. I et il que quelgu'am lefsse, il suff de savoi que cela
et e e Méme 'l wexitait sur Tene que des dauphin, cla pourit e it
Que prsonne e puisse e e chose e et s die gu'ele e peat xiste,

2
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de autre coté du traitnous avons « actualisé»ce poteniel, nous 'avons ransformé
en acte. I existe une différence nette entre e qui est potentiellement réalisable et
Vacte réalisé. Mais il poueit arriver, par exemple, qu'au moment de commencer
cette action, nous soyons pris d'une nausée subite qui nous empéche de réalser
ceacte.

Nous avons dit que I suite des enters naturels 1,2,3, 4...est infine. C'est:
quelque chose que personne ne met en doute au départ, puisqu's parce de tout
nombre 1 on pourra toujours eréer le nombre suivant » + 1, quelle que soit
aile de ce nombre . Mais st une chose d'avoir I possibilié de l fire, 'avoir
fit en est une autre, 11 agit i d'une diffrence subiile. Avoie a posiblié de le
fire définit Vinfin potentiel L'avoi fit défnit Iinfini actuel. Le choix des mots
‘pour désigner ces deux classes dinfini n'es pas trés heureus, ov, pour le moins,
pew intuiti. I serait peut-étre préfirable d'utlser les expressions « infini théo-
rique » pour Vinfini potentil et « infni réel » pour Vinfini actuel, méme si elles
son, ells ausi, ambigués.

Nous ssvons bien que personne ne peut consiuire lasuit de tous s nombres.
I st également vrsi que personne n's jamais v deux droites paralliles puisqu'elles
Sont infinics et, au miewx, nous e pouvons en voir que des segments. Cela signi-
fie-til que les droites parallles 'existent pas ? Eles existent dans 1 mesure o les|
droites existent, mais une droite infinie existet-clle vraiment ? Euclide lui-méme,
dans ses fameux Eléments de géométrie raitat ce théme avec beaucoup de prudence.
Lorsquil parkit de droite, i disit « des segments dont 1 longueur peut ére aussi
grande que nous e voulons»,Gisant chirement allusion & infini potenticl

Lacception des termes « infini temporel » ou « infii actuel » 'est pas une
simple question de choix, de goit ou de sympathic, mai i 'agic dune position
philosophique qui n's rien de banl. Il faut bien prendre en compte que infini
potentiela &xé Punique infin dimis en mthématiques et dans les sciences en gé-
néral jusqud a in du Xix* sécle. Aristote interdisait tacitement que son école phi-
losophique adoptit linfin actuel : il n'es pas possible que Tinfini existe comme.
un étze en action, i comme une substance, ni comme principe », éerivaitil, et
il st chir que la négation absolue de Pinfini est une hypothise qui
a des conséquences impossibles », donc, inini « existe potentiellement [.] par

il joutit

additon ou par division .

L régulation aritotélcienne de Vinfini ne permet donc pas de considézer
un segment comme un ensemble de points alignés, mais elle permet de diviser
ce segment en dews, autant de fos quon le veut.

2
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Linfini dans Penseignement

Linfini potentiel commence 3 fire partie de nos structures mentales dis les
premitres années de notre formation scolaire Il est surtout asocié 3 lidéc
de compter des objets et donc, & 1 suite des entiers naturels, ou encore 3 des.
processus cycliques associés au pasage du temps - la nuit succéde au jour, le
Jour  la i et ains de suite. C'est en général une représentation mentale qui
a'évolue pas et qui, i elle entre en confit avee intuition, le fit sans causer
de crises intellectuelles marquantes. Linfini potentiel reste également plus ou
moins stable dans nos représentations mentales parce qu'on m'exige pas grand-
chose de lui

Clest une autre affire avee infini actuel. 1 entre toujours en scéne en ma-
thématiques sans nous prévenic et sans préparation suffisnte, ce qui nous trouble
‘grandement et nous plonge parfos dans des conflitsdifficles 3 surmonter, Quand
s présente-t-il alors dans toute son ampleur 7

Pour le lecteur profane, il faut préciser que lorsqu'on parle danalyse dans ce
contexte, il ne s'agit pas de caleul numérique, ou 3 proprement parer d'sithmé-
ique, mais du calcul infinitésimal, une matiére que Ton commence 3 érudier vers
Vige de dix-sept ans seulement, 3 1a fin du cycle secondbaire, pus pendant trois ou
quatre années supplémentires au cours de s majorité des études qui conduisent 3
des carries techniques ou scientifiques.

Lintroduction de 1 théorie des ensembles dans Tenseignement secondaire,
sppelée incorrectement « mathématiques modernes », 3 éeé considérée par
de nombreux pédagogues comme un échec complet. Clest peut-étre di
au fait que cette théorie éuit intéresante pour fonder e corps théorique

ACCEPTER LINFINI ACTUEL

Lo majort des enquites e tudes menies a montré aue cinquante pour cent de a po-
pulston nterrogéeracceptent pos exsence de Fifin actel. I st ineressant devir
quece st i une queston expérince i de maturte s satsiques ne varient pas
avec g2, arive e des rofeseurs,devant expliqueren cours des dfntions et des
thecrmes dansesquesFinfi acuel oue un e eterminat, « fovent e e », mais,
ueneutforinteriwt, s restent invansigeants sr e fit que Finfi actuel ne ot s
plement pas exister en tan que e

=
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L cortespondance, moyen dexposr e de rsoudredes pctimes st s doute frme
1o s ancienn de communcaton scienifique et cele uia dur e pls ogtemgs. P
apport 3 Gautes manires de présener un ke, une et prsente Favantage déte
e Ele et s  une pesomne ou 4 n oupe. De nombreusdebats scintfaves
ont et entretenuspa s e Fu des pus emblematiauesfutFaffontemen pssionnd.
nte Newton e Lebniz au s du cakuls.De mariere compitement indpendante,
Newton it arie 3 des ésutasanaogues  cousde Lozt publses vau avant
Il accus e dermierde plgit, donnant nsance 3 unedesauerles s pusaiges,
T plus mentabls e s plus bsurds i aent e e dons it def science.

au début, lorsqu'il y a peu de personnes, I tendance naturelle est e lissr entre.
elles une disnce qu'on dira de commodicé, mais au fur et i mesure que leur
nombre augmente, cete distance diminue auss. Il es intéressant de noter qu'l
Sagic de deux distances différentes, méme s elles ont une relation entre clles
Pune estIa distance entre les personnes ct la porte d'entrée, et Pautre est a dis-
tance ente les personnes elles-mémes. Cene dernidre augmente tout au long.
dela file d'attente. C'est logique puisque ceux qui artivent gardent une distince
naturell mais, plus Ia file grandit, plus s gens se sentent pressés par ceux qui
sont derridre. On pourrai auss dire que les gens sentasent ou 'sccumulent i
proximité de la porte.

On pourric définic un degré d'accumulation au moyen d'un parsmetre qui
mesureait, par exemple,a variation de I distance qui existe entre les personncs
oisines dans Ia file au fur et  mesure que Pon se rapproche de lentrée. Il serit
normal d'observe que ce paraméte devient de plus en plus petit.

Grice & une « régle », on peat défnir le degré d'accumulation en partant
dune distance précise, par exemple, 50 cam. On poursai le aire comme suit
mettons notre rigie 3 Pentée. S'l y 2 des gens 4 50 cm de Pentrée, nous
obtiendrons un cerain degé d'accumulation. Selon I longueur de notre rigle,
nous pourrons dire quily 2 plus ou moins de gens. Nous pourrions auss le
fire par rapport 3 Taccumulation des personnes entre elles, C'est i que se
pose un premier probléme intéressant : Iaccumulation de personnes, qu'on
désignersi en langage courant par mot « attroupement, it penser qu'l existe
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QCela revient & acceper que Finfin est quelgue chose qui exisie indépen-
damment de nous.
R : Exactoment

Ces réponses révilent le caeur du débat entre infini actuel et infini
potenticl, La personne interrogée 2 fini par adopter clairemen Ia pensée
arisorélicienne,

LES FLAMMES DE LINFIN|

£ 1600, Glardano Brno (1548-1600) comnit « n péche de pensée » en maginant
Qe nous vaions au s dun espaceinfn peupléd e e de mondes it nsite
enmeur e parr publuement, e qul o mena 3 bixher Auparavan, | wtaenfemé
et ans en s i ot sutis  outessots e verations et e orures, e qul e

e choses - un pat, Fabiolue convcton de Gordano auant  son idde de infii
500 attachermn  aoerté do pense, et e part I dangesaue et sgnfe e
ot de opposer & son envicmnement cultrel 3 cenons époaues e histore Le st
parsdose e cette shuation est u'actuelment I commnautéscntfique en e &
accoder st e fft que IUniers don eaue s ¥vons pourt e f. Concusion
e ke st e ps ' une e Fon et et en s S0 prestioe pout e,
mais s 52 v, Cla fen aut s a .

Bl e bronie st o Fera (1848-1929) Tusant o proces e
conte Grdano Brunopar Mo fomine. Comgo de! . Rome.
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Epsilons

Lorsqu'an parle d's cpsilons » ou de la technique « epsilon-delta », nous ne

faisons pas référence & Tacronyme dun code secret ou d'un plan d'acaque du

miniscére de la Défense, mais  un arcifice mathématique en relation directe avec

Ia notion de liite. Iniialement, le concept fut développé par Bernard Bolzano
(1781-1848), mais i

vivane, Le premer 3 Puciser dans I pratique fut Augstn Louis Cauchy (1789~

e pas reconnu comme Iauteur, out du moins de son

1857), mais celui qui a établitel que nous le connisons ajourd"hui et en toute

natique fuoe Karl Weiersras.

rigueur math

Nous allons essayer de proposer ici une approche initive i cetie si épi-

neuse question. Pour essenticl, le concept présente beaucoup de similicudes

avec Tidée dsccumulation. Imaginons une file d'atente qui commence 3 sc
¢ Ia distance entre les

former & a pore d'un liew. Nous pouvons observer g
personnes et la porte et de plus en plus petit, de méme que la disance entre

les personnes. Cest une tendance naturelle lorsque se forme une file d'atente

Ko ieirssssu une ihoyaphie dotant e 1895
Lo mathémacen aemond u u despones do Furksation s gsions
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LARENAIRE D'ARCHIMEDE

L termincogi des « iions», qui hous pemetde quantfier e gands nombes, e
ot par e mathématicen frangas Nicias Chuque (vers 1445-1488),en 1484, avec
s ¢l », M= 10%.Slon cete nomendature, M1 et n mllon, M2=biBon,
M3 o, et Lesandens sstemas de numération présntaien e généra des il
1.3t s grans nombres. Do Grkce antiaue, s systmesde numératon e
permetiaint pas e dipaser 100 millons. Archinéde e Fauteur un o vste i
Métque, connu suslenom de LAraire e compteu de sab),dons lequel | entepri e
comptr thériquement, e nombre e gras de sabl sur Tre n et I gisalt e
montrer 'l it une méthode e rumératon permetantdecomper des eserbles
§objets qui, ien s parussent en ombre i, neFetnt pas. Achimade dabora un
ystime consstant en i prodes,surl basedes puisancessuccessive des myrocdes ),
e mesure Equilente 10 000 unés Lepus gran cife ' atein avec e systeme
0t 108, un quani 8 respectable. Ce que prsone i peut expluer, st ason
pourlaquee et  c nomive,alrs que in e Fempéchat doler pu on.
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‘que Fon avance dans I sue. Appelons ce poin P, Supposons maintenant quc
e est un segment de longueur d. En posant I'une de ses extrémités
en P, nous voyons que certains points de 1 suite se trouvent sur ce segment
de longucur d.

.

Nous pouvons méme trouver un point 4, & partr duquel tous les points sui-
vantsse trouveront sur e segment d. En diminuant 1 longueur du segment, tel
que d’ < d,nous devrons partis d'un point plus en avant, que nous appellerons
€t tout le rese des points demeurera compris dans le nouveau segment de
Tongueur d". C'est a technique des epsilons. I 'agit de Sasurer que, pour tout
d,il existe un n 3 part duguel tous les ééments de 1 suite sont contenus dans
I segment d. Dans ce cas, on dit que 1 suite converge vers le point P, Cela
veut dire dewx choses :dsbord que Ia suite st infinie, et ensuite, que l distance
encee le point P

i terme quelconque de Ia suite peut étre ausi petite que
Fon veur.

Lorsqu'il 'agit densembles discres,ce résultat 's pas grand intérét, Consi
dérons par exemple I suite formeée par les nombres 100,50,25, 12,6,3, 1, que
Fon pourraic considérer comme une file de sept nombres, ct une entrée qui
seraitle zéro. La différence entre chacun d'entee eux et le zéro, mais aussi celle
entre deux léments quelcongues,est e plus en plus petite. Par cxemple, entre
Ie 100 et 50 s trouvent quarante-neuf nombres, mais entee e 6 ctle 3,il 'y

en a que deu. Pourtant nous ne pouvons pas dite que les termes de la suite
S'accumulent autour du point 0. Il est évident que si nous prenons un segment
de longucur 1/2, nous ne trouverons aucun terme de I suite autour de 0. En
revanche, i nous considérons a suite
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des mathématiques mais n'avait que peu d'utlié quant d son application. Il
césulta que, dans 1 plupart des écoles, les professeurs se limitérent 3 enseigner
des concepstrés élémentaires, el que ceux d'appartenance 3 un ensemble ou
dinclusion entre cnsembles, trés intuitf, et qui ne requidrent que le langage
‘mathématique de leur propre symbolique. Une parti intéressante a néanmoins
&t oublite : celle qui fait référence au concept de cardinalité, comme nous
e verrons dans les derniers chapitrs, ¢'est-a-dire au nombre d

mens que
contient un ensemble, <« nowmmen dans le cis pariculcr des ensembles
infini. Dans ce contexte,on arle ovjours d Finfin actuel, une notion prir
en contradicion avec note « sens commun ». Comment, en e, 3ceptcr
Pexisence densembles d'léments o les paries sont égales au tout ~ sors
auBuclide lui-méme se charges d'affimer clirement dans les Eléments que
e tou et plus grand que a partc »,comme il semble que ce sot ogique ?
Comment accepte également qu'an ensemble borné puise e infin, s
que selon note cnendemmens, infini r's as de limite

Comme nous e verrons tout u long de cet ouvrage i logique élémentaire,
ou e que nous appelons « intuion » peut induire en crreurlosqu'd agi de
Pinfin acruel, Face & cerains concepts, on confond en générl comprendre t
roie. Le probléme qu'afontent les énudians en mathémtiques fce 3 in-
fin acrul et similire 3 celui qu'affontent les énudians en physique face 3
In mécanique quantique. Un cxemple typique en mécanique quantigue ext e
utvant s imaginons une boite avec un bille e dev trous, S o remuons
boie léatoirement nous pouvonsespérer que I bill tombe par Fun des trous.
Avec certains mouvemens, on pournit méme penser ére capable de caleler
I probabil qu'lle tombe dans Pun des dewx tous. Ce i st pls ificle &
accepte, st que I bille tombe pr les dew trovs 3 1afois.En physique quan-
ique,ctte possbilté existe <t clle chogue de plin fouet nore intuion. Ce
st pas un probléme de compréhension du phénoméne n lu-méme,tou I
monde st ce que signifc « tomber par les deux trous 1 fofs » Face & une
tele évenvuali il i ps orrec de dir « je e e cros pas » ot que +je
e le comprends as»

Quelque chose de simiaire e produit avec Iinfin actucl, Quand mous
afrmons qu'un minuscule segment d droie contient un infrité de poins,
s savoms ce que nous disons Y croire ou pas, et ute chose.

z.
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exemple,  Fentte un ciném, s gens ot
tondance s rerouper prs e i ore, en
maintensnt un exace il de saproicn
entocux. En reanche, pls o s doigre.
dela pore, plus b fe st dprste

quelque chose qui provoque cetee accumulation. Auremen dit elle apparaic
@

sur un chemin on voit un attroupemen de fourmis, nous pensons out de suite

méme soit autour d'un obje,soit 3 cause d'une situation donnée. Lorsque:

quil y a i de la nourriture ou Tentrée d'une fourmilitre. Un autre exemple
pourrait étre un embouteillge sur une autoroute qui suggére I'existence d'un
age ou encore dun accident. Nous insistons avec ces exemples sur idée

attroupement » parce quiils nows aderont i comprendre une découverte des
plus incéressantes de Ihistoire des mathématiques relaive i des nombres cachés

pendanc des sécles dans Tinfinime

€ petic.
Les cxemples précédents font appel & des ensembles discrets, mais nous al-

lons entrer maintenane dans Funivers des continua, ceux-¢i pouvant éur infini-

ment divisibles Laissons done lesfles de personnes ou de voitures et concen-

trons-nious sur d'éventucls ensembles de points e lon d'une droice. Soit une
suite de points, tous différents, 3ppels 4, a4 a, .., 4, €. qui présentent

I particularité de s'sccumuler autour d'un certzin point au for et & mesure

@
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Trés grand et trés petit

Faisons 3 présent une petite expérience virwele. Supposons que nous disposons
dun ballon qui 3 b propriée suivane  chaque fois qu'il ebondic sur le sol il
monte i une hauteur égale 3 b moitié de I précédente. i on le isse comber de.
deu métes de haut, par exemple, i rebondia 3 un métr, puis & 50 € et ansi
de suite Posons-nows maintenant le probléme soivant  hissons tomber le ballon
de 10 m de haut ; quand il se sera arsécé de rebondir quelle sera 1 distance qu'il
aura parcourue ? Nous e pouons pas dire que cee énoncé a'est pas réel. Nous
savons pertinemment que 1 balle va finir par arréter de rebondir, qu'ele ne peut
e fire écernellement, mais, pourtant, nous pouvans dire que le chemin qu'elle 3
patcourt ex infini, puisqu'l st possible de diviser sns fin a hauteur par deus,
en obtenant 3 chaque fois une hauteur plus petie, auss pette que nous pouvons
Pimaginer, Cest un paradose typique associé & Vinfini que nous approfondirons

U bl st d rbonci  n crain moment
u ses rbonds ot i, de plus s pets e impercptites 7

®
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LE DANGER DES COURS PARTICULIERS

£ 1649, 1 el Chstin inita Descartes
fale n long éfour en Sukde - 1 reine avlt
besucoupinsst pour e s s o -
Josophie de 1 par d malre. escartes it en
coteimtaton un cppertit ¢ sbandonoer
momentanément un cantete dan lgvel s
scusions phiosophiaues sve o protestans
hollandas commengaert 3 preodre st
e, On oconte que L e it o

et vt Pt de recevor ss nvopts
Détal bl Descares o Cour 9ot sl v outes e fondres e,

el e Chistne,cpeitre e frod abtgeant i s odiences Descartes
ragais e Lous Dumesi.

s e ol ot Gonner e csss s ces condirs. 29

rvees par un horae ul,pout ses batudes
i i envacinées, et sbsoloment néfste  uncarose et e cherchs  Gustre
ewres ot doie d i pour Famenar 2 palals ot donner s ot 1 eine une e
e s . Cing s apets, | ot une prumonie, C'tat o 11 et 1650

i, de toute maniéee, nous it inaceessible, Descartes avsit ainsi déclaré im-
possible Fexistence de Vinfint actuel en raison des fimitations de Vétre humin,
e qui ne Fempéchai pas d'affemer celle d'an infini potcntiel, puisquec, sclon
son raisonnement, nows we pourrions évoquer le fini i linfini wexistait pas

11 e serait pas possible que ma mature soi telle qu'ele e, fnie mais dotée de
1 notion d'infn, i Finfini n'exisait pas, Lidée de Diew est comme la margue.

e Partisan sur son wuvre et il 'est méme pas nécessare que ce

disincte de I'euvre », coneluait Descartes,

Pour Descarces, Pidéc dinfin éusit done inné

”
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Lautre fait auguel nous faisions référence est que 1 physique théorique doit
admetre deux nouveaux concepts e« corps »,di & Descartes, et e « point ma-
el »,di & Newton, La pomme supposée éure tombée sur la téte de ce dernicr.
Wétit pas un fruit savoureus, de couleur rouge et de texture agréable, mais un
«corps » avec des dimensions et une inertic bien préciss,c'st-i-dire une masse
qui, pou les besoins de Fanalyse,pouvait ire réduite 3 un « point matéril ».

1 faut auss prendre en compte le it qu'a cette époque le développement de
1 physique 'orienta vers I application » : les questions qui se posaient prove-
et de besoins pariculirs de type prtique. En optique par exemple, on savait
que langle dincidence st égal i Pangle de réfiexion, ce qui it t st toujours
essentiel pour Is construction d'imstruments doptique, mais ce sont des angles
quisont calculés en prenant pou référence I normale 3 une sucfice en un point,

Si I surface est plane, tout va bien, mais lorsqu'elle st courbe, comme c'est le
cas dans Ia plupart des instruments opiques présentant un quelcongue intérét se
pose un problame géométrique compliqué. Comme on peut e voir sur 1 figure,
1 normale & une surface cousbe en un point est une droite perpendiculiice 3 i
tangente i a courbe en ce point ¢t cete épogue, personne ne savat construire
une tangente 3 une courbe en un point.

Lo drite tngente « ouche» o courbe enun point rique La perpendcue
310 droie tangete n o pont eft o« ormele» 3 b courte

Un autee exemple provient du caleul de maxima et de minima. En reprenant
Pexemple du projectil,a nécessité de connaite a porsée maximale d'un projec-
il en fonction de I'élévation du canon et, dans certains ca,sa hauteus maximale,
estévidente,

%
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Chapitre 4
« Calculus »

Lhisoire de Panalyse est I'une des plus fascinantes des mathématiques. Son lent
développement st sans doute étroitement lié aux confits engendrés par l'infini
et plus précisément, aux myseéres de infiniment petit, Ce st pas pour rien
quelle a requ le nom dianalyse infinitésimale.

Lanalyse infinitésimale
Pourquoi ulise s termes « nalyse » t « infiicésimal »  Le premicr terme s
téftre & une manitre de wavailer. Lanalyse consiste 3 bordee un problime en
prenant s soluton comme hyporhise de traval puis en érudiant tout ce g 3
permis 'ariver  cete soluton, Descartes st sns doute e personnage cmblé-
‘marique de cette miéhode, adopée méme parss dérceurs et dont s orines

remontent 3 a géomtrie synthétique d'Euclide.
Le second terme, infinitésiml, se jusifie car s conceprs ulisés,essentellement

des grandeurs asociées i des ééments géométriques,sont susceptibles d'ére divisés
autant de ois quil st écesaire (division infini) afin d'obtenir et & ulier ensuite
les élémens indivisbles et constitutf d'an tout. Comme nous Favons vu précé-
demment, ceute méthode fur iniiée par Eudoxe, avec sa fimeuse méthode dex-
hauston, et elle fut ensute systématiquement employée par les mathérmaticiens du
xvi,dont les plus importans sont Roberval, Barrow, Newton ou encore Leibniz.

Deux fits importants surviennent ausi concomitamment. D'une pare, les ma-
thémariques deviennent une doctrine qui sautoalimente dans s mesure oi elles
essient pas de sadapter & des modéles naturels mais adoptent plutit une posidon
inverse : cest Ia nacure qui doie sadapter aux mathématiques, ce qui ne doit pas
e considéré comme présomptueus mais comme une méthodologie permetant
éablic une théorie solide, qui, daileurs, Savérera wés pratque. Par exempl, on
démone au moyen de méhodes aalytiques que la 3jectoire ' projectileest une.
parabole. Clest une figure gometrique e, en termes aalytiques, une fonction préci-
sément défnie Le phus probable est que l projecile ne décrir pas une parabole par-
faite comme prév mais, comme le dit Torricel :« C'es e probléme du projecdle.»

s
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de Gavler en nouvellsentis mathématiques, e infiisimaus, pour lesquels
i ariva méme A nventer des lgorthmes spécifgues Bxaminons mintenant, en
destermes simples et modecnes, Plément et s lequel Leibiz 3 fondé e
aleul nfnivésial

Noussavons bien qu'une droite peut &t définie par deux points, s elle
peut ausi e ar un poin et un angle Par exemple, s droites 1, 1 Qi ps-
s ar origine descoordonnéessont déterminées espectvement ar s angls
et Cetangle st appelé pert,un teeme Fsane prtic d angage courant-on dit
ane rout ou d'une ce qu'lle a une fore pente quand Fangle qu'ele forme
avec Phorisontale e grand.

Utlisr un rapporteur est une maniére de mesurer un angle et de lui donner
une valeur précise, pa exempl, 24°.On peut aussdire combien mesure a angente.

LES BASES DU DROIT INTERNATIONAL

Loz commencase éudes e drof 3 umverstéde Leip2g 3 15 ans 1, ben aul et
consacrela ajeure paredeson temps 3 etudedelaphicsopie, 320 ans, i 4t e me-
e dotenr son docora, mls et refsaen rason d son e ag. et
s 3 uniers o Ao, o0 obint sn e gace 3 e hésecetre st e caacre
istorique de a o, vavall au et e basesdece qui deviedeat e ot tematona
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quily pass, il se révila en tant que mathématcien, en parte grice 3 Christian
Huygens, qui le mit heureusement au courant des derniéres mises 3 jour des ma-
oque.

Crest de cette époque-Ta que datent ses premidres études sur la somme de

thématiques de I

suites infincs, dont I'un des sésultats les plus notables est la série qui porte son
nom et qui établit une reltion inattendue entre le nombre 7 et tous les nombres
impirs

Miis e echerchs s pus imporanes o, s aucun dou, el gl
mens dan e domine ds bt infiisbimle t o donndent
ance Py, branhe s mporanieda domine mathématiaue, Cc i que
Iechoi dune noaion sppopeéejou un 6 fondamertal Les s d u

introduits par Leibniz pour représenter la difrenticlle et Vintégrle, synthéti-
saent un grand nombre de concepts mathématiques qui jusque-li éuient s
confis et dispersés. Pourtant, Leibniz a'écsit réputé ni pour s minuti i pour
persévérance et plusieurs de ses résolats aient entachés derreurs. I se décrivait
Lui-méme comme « le tigee qui aise échapper tout ce qulil Watteint pas du pre-
micr, du deuxiéme ou du roisitme saut -

Le grand saue quil réalisa fut celui du passage du discret au continu, Lana-
lyse combinatoire don il démontra Ja maltrise, et un monde discret dans lequel
tout se passe par saut, mais univers des fonctions et des courbes est continu.
Crest dans e passage de I'un & lautre que Leibriz, en tant que mathématicien, it
preuve de génic et de beaucoup d'audace il réusit 3 wansformer lesindivisibles

DOUE POUR LES LANGUES

Lz, s st répute, e retrova orphln&sx s, c i enft n autoddacte
precocedans e domalne s langues,crtou e lves dont I it e son i éaent
enlatin que Loz 'effora e comprendre. A dixas, it 66 tous e clsiqes en
It e e e, e, & trize ans, i it apable de composer des hexambtres e atin en
un tempsrecor. Ct facite  apprendre s anguesest une competence couramment
rencontte chez 1 plupartdesmathématicens de renom.
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EXPLORATION
SANS LIMITE

LINFINI MATHEMATIQUE

PAR ENRIOUE GRACIAN,
AVEC UNE PREFACE DE JULIEN MELLERAY

La quéte de finfini est Iune des plus fascinantes aventures mathématiques.
De fastranome grec Eudoxe au mathématicien Cantor, qui fnit sa vie

dans un asile d'aliénés, elle a entrainé les plus grands esprits sur

des chemins nouveaux et tortueux qui défient souvent lintuition humaine.
Elle est emplie d'objets merveilleux et de concepts étonnants. Comme

les paradoxes de Zénon qui prétendait que jamais e vaillant Achille

e pourrait rattraper Ia tortue. Comme fes nombres irrationnels, objets.

de Iire des pythagoriciens qui menagaient de mort quicongue en professait
Fexistence. Comme encore les nombres transcendants, qui ne sont solution
daucune équation et conservent avjourdhui une banne part de leur mystére.
Source de créativité sans cesse renouvelée, cette odyssée aux confins

de llesprit humain atteignit son apogée ave Cantor, Leeuvre du mathématicien
allemand est I'une des plus brillantes de la pensée humaine, deécrite

par certains de ses contemporains comme « a fleur et Ia perfection

de lesprit mathématique ». Une uvre si révolutionnaire que Cantor
lui-méme s'étonna parfols des résultats qu'il avait trouvés. « Je le vois,
‘mais je ne le crois pas », devait.l confier 3 Iun de ses confréres

en commentant ses propres travaus, qui renouvelaient en profandeur
1avision et la compréhension de [infini.

Cette quéte de linfini est aussi le reflet de Iinfini pouvoir

des mathématiques |

«Je vous invite & nous suivre dans.
Vexploration de ce monde mathématique qui
nlest autre que notre monde 3 tous ».

Cédric Villani
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s suivirent des chemins distinces, ot is durent T'un comme Tautre affonter les

mystéres de Vinfini, ce quils irent de maniére différente.

Newton

saac Newton (1643-1727), que T'on considére comme un physicien plutit que

comme un mathématicien,fit des contributions i I'analyse mathématique d'une
extraordinaite pertnence. Il eut Tidée d'un systéme original pour aborder les
thémes relatis aux quadratures et & a rectification de courbes 1] travail avec des
développemens infinis, soit des expressions données par une équation dont le
premicr terme et la fonction & éwudier et le second, une somme infinie de fonc-

tions de comportement connu. Dans I'équation suivante par exemple, le premier
‘membre st une fonction logarithmique et l second, une somme infinie de fonc-

tions puissances, des paraboles, dont on connait bien le comportement.

SCIENCE OCCULTE

Lounage des Pricoes mathématiques de b phicsoghie el de Newton s tujours
1 e & comprendre, ce qui et pas tonnant s Fon st que Cestnentionl,
Newton avoua n jour 3 un ami 'l Fvat vlotatement compiaué pou « e e
ataqut parde pets charatans en mathématiqes ». Enefet, Newton vl 1 échaud
par e criauesincies e pas tovjours fondées quil avsent 616 fftes st ss vavau
antereus au st do 1 nture de l lumide 1 méme s cyper certains d ses
esutat. Lo sute deletre e e nombres suant ne conspond aun mot e psse,
i rumérode st dun programme nformatique

68 ccd e 13617131 Sndoda 4591 120

Cest e quon appelle un logoariphe, un type decruresecrte que Newton enploya
pour fare eférence 52 méthode de calc dos luons, i aue Loz n puise e
dcher et sen spproprie I cécouverte On it que Lebizaut do e preve de
ks de perspicaci pour décifrerce messageaue pour découi s scets s e calul
infesinal ol recea,
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avesiccaue men?

« Questece que cest 7,
sépondit simplement : « C'est Finini. » Depuis ce jour, infini st pour moi un
paysage,effayant ou fscinant seon le point de vue, o il vaut mieux se promener
en donnant s main 4 quelqu'un.

Pour nous tous, linfini doit étre quelque part i-bas,en un liew complatement

e demandé. Mon pére me prit par la main et me

inaccessible,qui dansle meilleur ds cas engendre une ceraine appréhension et qui,
dans le pire, peut dégénérer en une terreur cosmique. Mais,&'un autze coeé, Talter-
nitive  infini 'est pas trés encourageante, Si Punivers et i, qu'y a-£-1 u-deld
de ses limites ? Reéponse :le Néant. Avec une majuscule. Un concept encore moins
acceptable que celui dinfi.

La définition d'un dictionnaire
Jusqu's un certin point, on pourrai considéter que le terme « infini » est
' mor culte, ca il contient des concepss philosophiques de réelle envergure
Pourtant, on lutlise couramment dans e angage parlé et nous y isons maintes
fois riférence  « Tespace infni », « un nombre de fois nfin », « un temps
infin », « avoir une paticnce infinie » sont des expressions que I'on uslse sz
ficilement. Nous comprenons tous ce qu'elles veulent dir, ant que nous ne
cherchons pas trop & en creuser le sens. En efet, s nous cherchons 3 le fire,
nous e tarderons pas 4 nous apercevoir que nowe capacté de réfexion sur
le concept dinfini samenise wrés vie et nous commencerons 3 udliser des
« clchés » qui 'expliquent en virit pas grand-chose, voire ien du tout. Ce
concept est intluctablemen de nature philosophique : penser Tinfin, 'est s¢
mettze & phlosopher,or i faut avoir une ceraine prédispositon pou I fie e,
surtou, wouver un point de départ

D ce cas, e plos simple s de s réfre aux dicionnaies. Ceu-i proposent
iferentes définicions de ce terme.

(O lat i),

1,565 Qui n's i ne peut avoir d fin ou de imice.

2,34 T important en nombre ou e tille, qui semble e jamss s cerminer

... Licu imprécs,lincain et indéfin. La e s¢ perdt i

.1 m. Raéglage masimalde I misc au poine 'un objecdspparcl photogra-

phique sur ce qui s disanc
5.1 Math. Vale supéricure & tovt ce i st quntifisle
6.1 m. Mat.Signe (=) qui dsigne cexe valeur.

"





index-74_1.jpg
En résum, les quatre problémes qui devaient étre résolus <t qui donnérent
liew & Vavinement du calcul ou de Vanalyse infiniésimale ont ¢ les suivanes -

~ Le callcul de a sngente 3 une courbe en un point.
~ Le caleul de maxima et de minima d'une fonction.
~ Le caleul de quadratares, dans son application au caleul de surfaces délmi-
tées par une ou plusicurs courbes.
 La rectificaion de courbes, qui consiste 3 caleuler 1 longueur entre deux
de leurs poins
Chacun de ces problémes ferst intervenir Vinfini dans s version infiniment
petit.
On comsidére que ce sont Newton et Leibniz qui ont commencé 3 rsembler
lesconnaissancesde feursprédécesseurs pour donner corpsa lanlyse mathématique.

LE CALCUL INTEGRAL D'EULER

A moyen des inegrles, on peit non sevement
calclr s surfcesde figures planes mtsass 1
Iengueur dune coutbe, e volume dlmitepar une
suface ou cl dun corps de volton. s 96
nérslement, o peut calr fout ce qul corspond
3 une somme infine de quanttes infintesimaks,
it & o prs tout,Ls ntoraes ot ekement
@applcatons pratiques el comtvent, el
Sl une banche des mathimaies appluees.
st ifficle afourdhu b concvon un breau
echvique dingénere sans Fapicaton rative
Coumrured preier voume <O 1L, 508 s par e petes ol
i Cakul gl dFur e o de psans progarimes dodinateurs, £
1770,le mathémateien s Looard Eues (1707-
1783) exposa I calul el e i omes. Prs e 150 as ares o publcation do et
ounrag,son ifluence s essnt encore s s tenes ctuels consaces 3 Fanabse. D
i, e el ngrl dkr et consdn comme Fun des ouages s pls mportans
s st

”
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LE SYMBOLE DE INFINI

Coustol;suspendue au-dess d s (e
des s, représante Fetemite. €n bt
fe ot cosum sigifie ausi bien o il »
e« cerd e, el une cotsbe sans fn,
st un chemin w put e porcous un
ombe nfin de oo au peut donc e
presente e, De a méme manire,
dns cortains unvers oo el sy
ol e Finfin 1 utsdon e et plce:
6 crde. Dans 1 plupart des s de
arot, e symbole e Finfi appsralt sur
T premtre cart, su-dess e b e du
Batweu, Ce symbole, aue beaucoup dé-
vt comme un « it couehé», et en
tal1a coue appsite  lemviscate da Ber-
ol » e fut it ar e mathémat-
con bitanriaue Jon Vil (1616-1703).
Une e veron di 'l provint d
lete M. syiboledu norbre i, e

e cursn o1 que Wolls qu et phi S g

S SR At g d atokeu el pore
oue Fdopta poue symbesser un s grond sl
nomee e symioedo i,

cette suite ? L réponse immédiate et : s, Et pourquoi ne se ters

teelle jumais ? Parce que nous pourrons toujours y sjouter un nombre.

Vest une réponse correcte, au point qu'elle constiue une déi

précise du terme infini, commme nous le verrons plus loin, Dans tous les cxs,
1a réponse « jamais + comporce implicitement un aspect temporel en plus de
a revient i dire que nous pourrons « toujours » jouter

Faspect numérique,
des nombres. Faisons-le montre en main et nous devrons alors sdmettre
que non seulement I séquence numérique est infinie, mais le temps auss
Cette confision s'est avérée bien souvent un inconvénient sérieux larsqu'on
traite de Tinfini
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it des fivions. L evirement que cela sup-

B e

4 e petis e sontplus pris comme des entités

FLUXIONS, s mas deviemncne mobis. Newton

considére une variable come un poine en

s sumes :
e mouveentce e s cee capaci
it t aux plans. 1 ppellc e cs v-
bl e v, e résls de ce mouvenen,
Clotcidir I comparason ente deu s
differenes Nows 'enreron pasplos v dns
- Te décal de I méhode mais mows mettrons
s il o Taccent sur le fit que, de nouveau, Newton
e o consiéri pas nécessive dilr pour ses

sl des quantics infiniment. petites avec
Uneion rangase de L e toutes les contradictons que ccls supposit
e ionscotant o 1740, 1 considérit ces quantités csentilles + non
comme des peties partis i décrites pa

mouveent continu, Le ignes ne sone s décries i générées dailleurs par ajux-
aposition de parces, mals pr le mouvement contin de poins ..

Avec sa miéthode des flusions, Newcon réusit 3 calculer des tangentes 3 des
courbes, des surfaces et des longueurs, e méme des maina, des minims et des

points dinflexion pour diverses courbes. De plus, il e it en éludant subrilement
les problémes que possicnt s quanticés infiniment pectes. Mais, pour cel, il
i alli payer un cersain prix. Uanalyse construite sur ces prémises savéra
avoir des limitations importantes et son développement prit d'sutres voies, ois

ces objets éuranges appartenans  Finfinimene petit que sont ls diféren
allsient doner Le ton, Pourtane, I
ells-mémes.

i aceuel se rouvait dans es di

Leibniz

Les premicres éudes mathé
nirent s combi

wtiues de Gorfried Leibaiz (1646-1716) concer-
o e, bien qu'elles portassent s margue incontesable de son
e, elles uelcient d'antiques méhodes aux tournures médiivales, encore en
wsage dans les universics allemandes de époque. En 1672, Leibniz sinsclls &
Paris, chargé d'une mision diplomatique importante, Durant les quatre années

®





index-14_1.png
avesrccauecamr

Analysons ces acceptions sans chercher & metre en doute leur interpréta-
ion linguistique mais en nous rapprochant le plus possble de leur signification
mathématique. La premire d'entre elles se réfire 3 quelque chose qui ne peut
avoir de fin ni de limite. Nous ferons ici quelques remargues. En premier lieu,
Ia définiion n'ateste pas seulement que linfini n's pas de limite mais qu'l ne
peut en avoir, ce qui est une diffirence txés subtle. Si nous disons que linfini
o'a pas de fin, nous affirmons deux choses :implicitement, que Iinfini exise, et
explicitemen, qu'l na pas de fin. En second lieu, quand nous posons qu'il ne
‘peut avoir de fin, nous afirmons qu'au cis o il existerai, il ne pourit e ter-
miner. Cette différence peut sembler tirée par les cheveux, mais elle enferme en
faitles concepss dinfini potentiel et d'infini actuel, avec lesquels nous devrons.
nous familrise

Les deuiéme et troisiéme acceptions se rapportent 3 des perceptions ou 3
des sensations. L quatriéme se éfere 3 un sujet echnique d'ordre géométrique
qui représente un fait marquan dans histoire des mathématiques, lorsqu'on
interpréta Tinfini comme un point od se rejoignent des droites paraléls.
La sixiéme concerne le signe utlisé pour symboliser linfini dont nous
parlerons également plus loin. La cinquidme, «Valeur supérieure 3 tou ce qui
st quantifiable », est celle qui se rapproche le plus du concept d'infini en
mathématiques.

Ces conceprs démentaires restent lids
tant spatial que temporel, mais objec auquel il sapplique est trop vague. Le

idée dun accroissement infin,

terme st utilisé plus souvent comme adjectif que comme substandf. Lorsque
Ton parle @an « amour infini , on évoque un « amour éernel », on fai al-
lusion 3 Paspect temporel du concept d'infini et cela signific une cxtréme
fidélicé. Mais en disant que I'univers est infini, nous parlons d'une « immensité
spatiale ». Cela reste quelque chose d'imprécis et nous fat penser i s contem-
plation d'un ciel nocturne par une nuit sans lune, avec des millions d'étoiles
brillane dans T'obscuricé, & laquelle nous donnons cetee inquiétante dimension
infini. Si nous voulons aborder le thime de Vinfin, il nous fut trouver un
objec qui soit le plus concret possible, méme si cela parat paradoxal v le ni-
veau d'abstraction que semblent avoir les marhématiques. Le meilleur point de.
départ nous semble éure a suite des entiers nacurels

En cffer, il m'y a rien de plus naturel qu'un entier, Dans toute cukure
avancée,tout le monde comprend ce i quot nous faisons référence quand nous
parlons de la suite 1, 2,3.... des nombres entiers nawrels. Quand se termine

"
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ot e Newton pr Goe kel

Appelans + équations infines » une équation de ce type. Lidée est que plus
les léaments du second mesmbre sont nombreus, plus on s pprochera de 1 valeur
de I fonction, $i ce que 'on cherche est juste wn caleul, il suffic de connaire
Famplitude de Verreur comunise, mats 1 'agit d'analyser s fonction logarithme,
de b caracrériser ¢ d'ésudicr son comportement,alors il fut admetee, méme
implicitement, que le résultat de s somme de I séric et Finfini actuel unique

Kéférence que Newton ait fite i ce suet s trouve dans son ouvrage De analysi

1] Parce que les raionmenets dans ce domain e sont pas plus justes que

Faute. Les équations e sont pas moi exactes non plus, Nous autees i

ont le pouvoir de raisonnement est Hmit, nous e pouons expeimer 1

i tous s ermes de ces équations qui naus permettraicat 'en connaitre

exactement les quantieés que nous soulaitans.» i encore, on peut observer une

atitude pragmatique dans I mesure oi 1 inntation 3 admetere Vinfin aceuel se

retranche derriére celle de notre éat détre humain, alors que le résula fnal de

i et 1736, Methodus fluionum

Ce wes que dans son deasitme ouvrage pol

e srenun ifnitonam, original dtane de 1672, que Newon emploie s méthode
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les nombres imaginaires ou complexes, dont Fensemble est noté C. On affirme.
que cest la dernidre car le théorime fondamental de I'slgbre stipule que toute
équation & coeficients complexes 1 tovjours une solution.

Chacun des ensembles que nous avons définis est inclus dans e suivanc
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